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Presentazione

Queste note raccolgono il materiale preparato per il corso di Geometria Algebrica
1997-98 tenuto presso la Scuola Normale Superiore.
Tale corso era rivolto a studenti del terzo anno del corso di laurea in Matematica, s
richiedeva pertantc una buona conoscenza def corst istituzionadi del primo hiennio, in
particolare dei corsi di Algebra e Geometria.
L’ obbiettivo principale del corso era quello di illustrare alcuni risultati che risalgono
ad oltre 100 anni fa e che sono all’origine di quel ramo delia matematica che oggi
viene comunemente chiamato Geometria Algebrica. Pur mantenendo un linguaggio
moderno ed i necessario rigore, ho preferito, nei Hmiti del possibile, dimostrazioni che
utilizzano le tecniche algebriche disponibili all’epoca.
Tra i possibili approcei alla materia ho scelto guello puramente algebrico; per evitare
le tentazioni topologiche ed analitico-complesse lavorerd su di un campo arbitrario K
{sempre infinito e quasi sempre algebricamente chiuso). Suggerisco perd al lettore &
farsi sempre un'idea intuitiva, aintandosi con delle figure e se necessario introducendo
concetti estranel alle note, di quello che succede sui numeri reali e complessi.
L’undicesimo ed ultimo capitolo raccoghe invece alcune lezioni del corso di Geometria
Algebrica 1995-86 (corso propedeutico allo studio dell'aritmetica delle curve ellittiche);
per la comprensione di quest’ultimo capitolo & richiesta una conoscenza di base di
Algebra Commutativa.

Alle note ho aggiunto alcuni esercizi {circa 450) molti dei quali decisamente non ha~
nali, alcuni asterischi indicano it livello di difficoltd: st tratta naturalmente di una
vajutazione del tutto personale che rifleite in pieno le difficoltd che ho trovato nel
risolverlo al momento dell’inserimento dei singoli esercizi nelle note; il simbolo (%+7)
sta ad indicare un esercizio del quale non conosco alcuna ragionevole dimostrazione
che utilizzi il materiale esposto nelle note (fino a quel punto).

Gl esercizi complementari {che possono essere tralasciati ad una prima lettura) sono

raccolti in apposite sezioni.

Commenti, suggerimenti e segnalazioni di errozi sono benvenuti.



I. Richiami di Algebra e Geometria

In questo primo capitolo saranno richiamate, in modo estremamente conciso, alcune
nozioni basilari di algebra e geometria proiettiva allo scopo di facilitare il lettore e
di fissare le notazioni. Per una trattazione pity dettagliata e dimostrazioni complete
rimandiamo ai testi base di algebra e geometria [He], [G-R-T, [La], [Enr].

Attenzione: Salvo avviso contrario, in queste note tutti gli anelli sono commutativi
con unitd e tutti i campi sono infiniti.

1. Anelli ed ideali

Con it termine anello intenderemo sempre un anelio commutative con identita. Assu-
meremo che il lettore abbia familiaritd con le nezioni di dominio di integritd, di campo
e di caratteristica di un campo.

Dato un dominio di integritd A, il campo delle frazioni di 4 & il campo F formato
dalle classi di equivalenzs delle frazioni g—, a,b € A, b# 0 ove 2L E se e solo se

ad = be. Le operazioni di somma e prodotto in F sono definite nel modo “naturale”
a ¢ adtbe ac ac

b d_ bhd ' bd  bd
Per definizione, la caratteristica di un domine di integritd ¢ la caratteristica del suo

campe delle frazioni; se A & un dominio di caratteristica p > 0, applicazione z — P
& un omornorfismo iniettivo di A in sé detto morfismo di Frobenius.

Un dominio di integrita si dice perfetto se ha caratteristica 0 oppure se ha caratie-
ristica p > 0 ed il morfismo di Frobenius @ surgettivo.

o

Sia A un dominio di integritd, un elemento ¢ € A s dice irriducibile se non
invertibile e ogniqualvolta a = be con b,¢ due elementi in A ne segue che uno &
invertibile. Un elemento non invertibile ¢ € A si dice primo se ogniqualvolta o
divide be si ha che o divide almeno uno dei due elementi b,c. B facile dimostrare che
ogni primo & irriducibile, il viceversa & generalmente falso. Un dominio di integrita si
dice a fattorizzazione unica se:

i} Ogni elemento non zero di 4 & o invertibile oppure si pud scrivere come prodotto

di ur numero finito di elementi irriducibili.
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i) Gli elementi irriducibili di eni al punto i} sone unicamente determinati, a meno
dell’ordine e di moltiplicazione per invertibili.
Dato un anello 4 ed £ C A un sottoinsieme, denotiamo con (E) ¢ A il pilt piccolo
ideale di 4 contenente E. Si dimostra facilmente che ogni elemento di (E) si pud
scrivere come una combinazione lineare finita di elementi di £ a coefficienti in 4.
Diremo che un insieme £ & un insieme di generatori deli’ideale 1 C A se I = {E),
Pideale [ si dice finitamente generato se ammette un insieme finito di generatori;
si dice principale se & generato da un solo elemento, ciod se I = {a), a € A.
Dato un insieme totalmente ordinato V', una famiglia {[,}, v € V, di ideali in A si
dice una catena asc\endente se I, C I, guando v < w. Una catena ascendente di
ideali I, si dice stazionaria se esiste vg € V tale che J, = I, per ogni v > up.
Un anello si dice locale se contiene un solo ideale massimale.
ESERCIZIO 10 Sia [ un ideale massimale di un anello 4. 4 ¢ localese esclose 1~ g

& invertibile per ogni a € 1.
Infine un ideale [ si dice irriducibile se per ogni coppia Ji,Jo di ideali tali che
I=J2nJysthache I =.J; oppure I = J;.
Un ideale P si dice primo se gb € P implica che g € P oppure b€ P.

ESERCIZIO 2: Ogni ideale primo & irriducibile, il viceversa & generalmente falso.

Dato un ideale T C A st deﬁniéce il radicale di T come
VI={a € Ala" €1 pern>>0)}

Un ideale radicale & un ideale I tale che I = /T, gli ideali primi sono radicali.
EsSERCIZIO 3: Sia I C A ideale, provare che /T & Pintersezione di tutti gl ideali primi
che contengone I. {Sugg. Sia f ¢ +/1 fissato e sia A la famiglia degli ideali radicali che
non contengono f. Gl elementi massimali di A sono ideali primi)
Sia ora B = {b;;) una matrice quadrata di ordine n a coefficienti in un anello
A, In analogia con gquanto fatto per le matrici a coefficienti in un campo si definisce

il determinante di B nel modo seguente

det(B) = Z ("1)6510(1)....5710{,1)
cgli,

IS

dove L, & il gruppo simmetrico delle permutazioni di {1,...,n} e (—1}7 &la segnatura
di o.
Continuano a valere le seguenti proprieti:

1) Sviluppo di Laplace.

INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA ALGEBRICA ¢

Se BY & il determinante della matrice di ordine n ~ 1 ottenuto da B togliendo Ia
t-esima riga ¢ la j-esima colonna vale

n n
det(B) =3 (=1)"*by BY = 5 (~1)"p,; B

i=1 i=1
2} Moltiplicando una riga od una colonna di B per un elemento a € A anche det(B)
viene moltiplicate per a.
3} det(B) non cambia se ad una colosna viene aggiunto un multiplo di un’altra co-
lonna. Lo stesso per le righe.
4) Se B possiede due colonne uguali det{B) = §.
5, Vale il teorema di Binet: det{AB) = det Adet B.
Come esempic di applicazione delle precedenti regole caleoliamo il determinante della
matrice di Vandermonde; proviamo per induzione su n che

1 1 . 1
Lo &y v T
Vizg, ., zn)=1 ! v = H(% ~ ;)

Z,g,—l 3)711-—-1 . m:-wl g
5 zy ...z}

. -1 n-—~1

Si consideri infatti il polinomio p(¢) = H (t—z;3 ="+ Z a;t*, sommando all'ul-
F=0 1=

tima riga defla matrice di Vandermonde la combinazione lineare a coefficienti a; delle

rimanenti righe si ottiene

1 1 1
oty Ty Tn i
V(IO, ...,Iil'n} =2 . :
Ig-—l :CT.-—I . x;—;mi
plzo) plzi) ... plea)

Dato che p(z:} = 0 per ogni t <n si ha V{xg,..., 7} = plen)V{ze, oy Trt ).
Sia B = (b;;) la matrice di coefficientt by; = (~1)"Y7 8%, aliora se 7 indica la matrice
idensita, dallo sviluppo di Laplace segue immediatamente che

BB=BB= det(B)-I  prodotto righe per colonne

La matrice B viene detta matrice aggiunta di B,
ESERCIZIO 4: Sia B = (b;) una matrice le cui colonne sono linearmente dipendenti su
A, provare che det{B) & un divisore di 0.
Un anello 4 si dice graduato se esiste una decomposizione A = &34, che rispetta
Paddizione e tale che A, A, C Apim; gli elementi di Ay C A si dicono omogenei
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di grade . Un ideale T di un anello graduato A si dice omogeneo se ogniqualvolta
a € I accade che anche tutte le componenti omogenee di a appartengono a [/, in altre
parole [ ¢ omogeneo se e solo se I = &{I N Ay); si dimostra facilmente che un ideale
& omogeneo se e solo se & generato da elementi omogenaei.

Se A & un dominio di integritd graduato, f,g € A e fg & omogeneo allora anche f e
g sono omogenes: infatti se f = fr, + fopr + o+ fv, 9= gr + Grt1 + .. + g5 sOBO
le scompaosizioni in componenti omogenee con f,,, fwygrgrn #0 siha fg = fygpn -+
fng-+ combinazione lineare di elementi omogenei di gradi strettamente compresi fra
n+7re N+ R. Siccome f & omogeneo deve necessariamente essere n+r= N + R
e quindi n= N,r = R.

2. Anelli di polinomi

Richiamiamo in queste paragrafo le proprieta fondamentali degli anelll di polinomi,
supporremo che if lettore abbia familiaritd con la nozione di grado e di polinomio
monico.

Se 4 & un anello indicheremo con Alzy, 2] Vanelio dei polinomi a coefBeienti in

A nelle indeterminate xq,...,%,. Proprietd caratterizzante di Alzy, ..z, & che per
ogni omomorfismo di anelli ¢: A — B e per ogai n-upla by,...,b, € B esiste unica
una estensione di ¢ ad un omomorfismo (,f):A[&:l,...,:ﬂn] tale che (,5(%) = B;.

Se A4 & un dominio a fattorizzazione unica, un polinomio f € Aft] si dice primitivo

se i coefficienti di f non hanno fattori comuni. Ricordiamo i ben noti

Lemma 2.1.(di Gauss} Sia A un dominio a fetiorizzezione unica con compo delle
frazioni K.

1l prodotts di polinomi primitivi ¢ primitivo; in particolare se f,g € Altl, f primitivo
e [ divide g in Klt] allora f divide g in At] ¢ Alt] & un dominio a fattorizzazione

Uniea.

Lemma 2.2.(Divisione Euclidea} Sia 4 dominio di integrita e p € Alz] un polinomio
monice di grado n > 0. Per ogni f € Alz] esistono unici g,r € Az} con r di grado
<n tali che f=gp+r.

Lemma 2.3.(regola di Ruffini) Sic A un dominio di integrita, f ¢ Azl eaec A
tale che fla) =0 allora (x —a) divide f, in particolare esistono in A al piu deg(f}
radici.
ESERCIZIO 5: Dimostrare 2.1, 2.2 e 2.3.
Dal lemma 2.3 segue il seguente criterio di cui faremo uso in seguito:r se 4 2 un
dominio di integrits infinite ed £ € Aft] allora f =0 se e solo se f{e) = 0 per infiniti
a & A

INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA ALGEBRICA il

Sia n un intero positive fissato, un multiindice T = {4y, ...,7,) & un elemento di N7l
gradodi I & [J|=i14+..+4.; il peso di ] & w(l) = iy + 2y + ... +ni, . Similmente
si definisce il grado ed il peso di un monomio nelie indeterminate Ty ey Tn. Un
polinomio si dice omogeneo se tuttl i monomi hanno lo stesso grado, isobaro se
hanno lo stesso peso.

Il ragionamento usato nella sezione 1 mostra che i fattori irriducibili di un polinomio
omogeneo {risp. isobaro) sono omogenei (risp. isobari).

Un ideale I C Afzg, ..., z,) si dice omogeneo se & generato da polinomi omogenet,

Lemma 2.4. Sia A un dominio infinito e sia f € Alz1,...,z,]. f & omogeneo di
grade n se & solo se
f(trh ...,f.ﬂ,g) == tnf(q:i? ...,1‘3)

per ognd £ € A.

Dim. Se f & omogeneo la relazione precedente & evidente, Viceversa scriviamo f=
fo+fi+ ..+ fn con fi omogeneo di grado i, il polinomio P = fy+tfi+ ...+t fy ~
t*f € Alzy, ...z, t] si annuila per infiniti valoridi t € A ¢ Alzi, .., 1) e quindi deve
necessariamente essere f, = f e f; =0 per i # n. a

Lemma 2.5. Un idesle I C Klzy,...,z,] ¢ omogeneo se e solo se fltzy, otz y e I
perogni fel, te K.

L¥m, esercizio (Sugg. Vandermonde}. ]
Dato un qualsiasi anello A, per ogai ¢ = 1,..., 5 esiste una unica applicazione

«Qw-: Alzy, o xsd = Ay, 2]

Ox;

che soddista le seguenti 4 regole:

1) 5%(@) = (0 per ogni ¢ € 4.

2) (additivitd)

a a d . 1
oy (b} + bg) == a"";“{bl} + *8-";“},3} per ognl by, bs € f’ii&’,‘i, P

S ) a a . ;
3) {Lelbmtz) “é;:(b}bg) B byé;:(bz) -+ bg 5;:(?)1) per ogni by, by & Alry, ..,,CCSE,
g

5 {z;) = &; delta di Kronecker.
£y

51 vede faciimente che —— @ ben definita e unica. Pill in generale dato un morfismo

4)

di anelli A — B, una apgficazione d: B — B che soddisfa le precedenti condizioni 1),
2) e 3) si dice una A-derivazione. Se 4 = R le applicazioni é%: coineidono con le
usuali derivate parziali,
ESERCIZIO 6:  Sia E:Alry,..,z.] = Alz:,...,2.] Punica applicazione additiva {che
soddisfa ciod la condizione 2)) tale che E(f) = nf per ogni polinomio f omogenec di

grado 7, provare che £ & una A-derivazione detta derivazione di Eulero.
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Lemma 2.6. Sia A un dominio perfetio a fattorizzazione unica e f € Alzy, ... zs). [

"y d
possiede un fatiore multiplo di grado positivo se e solo se f, Ezz—l—(f), (f) hanno

—
un fattore comune di grado positivo. o7
Dimn. Se h? divide f, segue immediatamente dalla regola di Leibrnitz che A divide tutte
le derivate parziali, Viceversa sia f = fifz...fn con f; fattori irriducibili distinti e si
assuma per assurdo che f; abbia grado positive ¢ divida tutte le derivate parziali di
f. Di nuovo per Leibnitz segue che f; divide —ajg(fl) per ogai ¢ e guindi siccome il
grado della derivata & strettamente inferiore deve essere necessariamente 5%{ h)=20
per ogni 7.

Basta quindi dimostrare che se f & irriducibile di grado positivo allora possiede una
derivata parziale non nulla.

.

{’asserzione & evidenie in caratteristica 0, se la caratteristica & p > 0 e le der-
vate parziali sono nulle allora f € A[z,...,zP]; siccome A4 & perfetto, [ appartiene
all'immagine del morfismo di Frobenius Afzy, ..., z,] — Alz1,....z5] e quindi esiste

h e B tale che [ = h". [

Lemma 2.7.{ Formula di Eulero) Se f € Alxi,...,x5] & omogeneo di grade n vale

5

af
s f == ;Léz

Dim. Induzione su n. Se n=0 f € A ela formula & chiara.

Sia n > (0 e supponiamo la formula vera per polinomi omogenet di grado n — 1; per
linearitdh basta provare la formula nel caso in cul f & un monomio, si pud quindi
serivere f = xz,f' per quaiche j = 1,..,s ¢ f' omogeneo di grado n— 1.

Quindi per induzione

>_4$L ijlt +rj "={n- Uz + 5, = nx,f =nf

i==1
]

Una serie formale a coefficienti in A nelle indeterminate ry,..., T, & una espressione

del tipo
qﬁzZa[.‘r‘r a; €4, [eN"

dove si @ posto ! = z}'z¥...z%; chiaramente un polinomio pud essere pensato cone
una serie formale in cui a; # 0 per al pilt un numero finito di multiindici. Con le
ben note regole di somma e di prodotto di Cauchy le serie formali formane un anello

commutativo Allry,..., 2]l
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E talvolta utile considerare Alzy, ..., ] come un sottoanello di Allzq, .., z,]]. Ad
esempio sia a € A, allora 1 - ta € A[t] & mvertibile in A[[7]] con mverse 3., 0"
si deduce immediatamente che | — at & invertibile in Alf] se e solo se o & ;1ilp;)tenie.
ESERCIZIO T: Sianc dy, ds: Alzy, ., @] = Alzi, ..., 7] due A-derivazioni, allora d; = dy
se e solo se di{w:) = dofw:) perogni i =1,...,3
Esercizio 8: Sia A = Kir,y, 2]/ (zy — 2%}, provare che 4 & un deminio di integrith,
2 € A & irriducibile ma non & primo. {Sugg. 4 & un anello graduato).

ESERCIZIO 9: Sia f€ Alxy,. .., z.] & ¢1,.., s € A[t], provere che

2 Ao ®) = 30 L 020,00 et

iml

. . . O
ESERCIZIO 10: Provare che in Alxy, .., 2] gl operatori Ew comumutano tra loro.

1

FSERCIZIO 11: Sia A — B un morfismo di anelli e stano f, 9,10 B = B A-derivazioni.
Provare che:

i) f 4 g, bf sono A-derivazioni per ogni b € B.

iyl fog—gof &una A-derivazione.

iii) [fog hl= folghl+{[,Alecg.

ESERCIZIO 12 {#) {Lo Pfaffiano).
Nel seguite sia R un dominlo a fattorizzazione unica di caratterisiica # 2 e F il suc
campo delle frazioni,
i) Sia 4 = {AY) una matrice simmetrica n x n di rango 1 a coefficienti in B, dimostrare
che esistono a,pi,...,pn € R tall che MCD{p1,...pn) = 1 & A7 = app, .
Sia R = Diag], 1 €t <j<nesia A= {4; lamatrice antisimmetrica tale che
Ay = oy se i< d e AY la sua aggiunta. Provars che:
ii} Se n & dispari A ha rango n ~ 1, A" & simmestrica di rango 1 & MCOD{A7) = 1. Per
i punti pracedenti si pubd scrivere A" = gp;p;. Mostrare che necessariamente a = 1, il
vettore (pi,..,Pn} & unicamente determinato a mene del segno e vale Z; Agp; =0 per
ognt ¢ =1,..,7n. I polinomi p; sono detti gl Pfaffiani della matrice A.
1ii) Se n = 2d & pari allora A ha rango n ed esiste Pf € A tale che det A = Pf%, Pf si
dice lo Pfaffiano della matrice A.
Si provi inoltre che: Pf & omogeneo di grado d ese il peso di ay; & 4+ j5 Pf & pure
isobaro di peso d{n-+1). 8i provi infine che Pf 2 irriducibile. (Sugg. Si usi la omaogeneita
di Ff e siconsideri ia specializzazione Ai; = Aji =0 se i > d oppurese §<d.)
iv) Sia K un campo di caratteristica ¢, V uno spazio vetioriale su K di dimensione n = 2d

€ €1,...,€- una base di V. Data una matrice antisimmetrica A = 4;; con Pfafflano Pf{A}

1
= —2- ZA,;je.i ey
i

st consideri la forma
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Si provi che
1
™ = Pi(AJes A e A,

{Sugg. Esiste una matrice B tale che n = Bey A Beg + Be. A Bey + ...+ Beu-1 A Be, )

v} Scrivere esplicitamente lo Pfaflano di una matrice antisimmetrica 4 x 4.

ESERCIZIO 13: Ricordiamo che una K-algebra st dice finitamente generata se & isomorfa
ad un quoziente di un’algebra di polinomi in un numero fnite di variabili.

Sia B ¢ K{z,y] la sottoalgebra generata da tutti i monomi zy*, a > 0; si dimestri che R
non & finitamente generata.

ESERCIZIO 14: Sia A{t) una matrice quadrata a coefficienti in K¢, se » & la dimensione
su K del nuclec di A(0) aliora t7 divide il determinante di A{t).

3. Moduli

Sia 4 un apello, un A-module & il date di un gruppo abeliano M e di un prodotto
Ax M — M tale che:

1) af{mi 4 me) =amy +ams perogni a € A, my,ms € M.

2Y {ay + agz)m = a1m + azm per ogni ay,az € A, m e M.

3} (abym = a{bm) per ogni a,b& A, mé& M.

4) Im=m, Om =90 per ogni m &€ M.
Dato un A-module M, un ideale 7 € A ed un sotteinsieme E ¢ M denotiamo con
ITE ¢ M Tinsleme delle combinazioni lineari finite di elementi di £ a coefficienti in
I. Chiaramente IE & chiuso per la somma e per il prodotto per scalare,
Dato un A-modulo M un sottogruppo N C M s dice un sottomodulose AN C N.
Dati due sottomoduii N1, Ny C M, gli insiemi NyNNa e Ny+No = {ny +najn; € N;}
sono sottommoduli. Se N C M & un sottomodulo e [ C A & un ideale aliora TV & un
sottomodulo.
Se N ¢ M 2 uan sottomodulo i gruppoe quoziente M/N possiede una struttura natu-
rale di A-modulo.
Un insteme di generatori per M & un sottoinsieme E < M tale che M = AF. Un
modulo finitamente generato & un modulo che ammette un insieme finito di generatori.

Per 1 moduli finitamente generati vale il seguente:

Teorema 3.1.(Lemma di Nakayama) Sia A un anello, 1 C A un ideale, M un A-
modulo finitamente generato e N C M un sottomodule. Se IM + N = M allora
esisie a € I tole che {1 ~a)M C N.

Dim. Sia ey, ...,e, un insieme finrito di generatori di M, dato che /M 4+ N = M si
pud scrivere per ognl 7= 1,..,7, & =} a;e; +n; con a;€len; e N. Se Bela
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matrice di coefficienti B;; = 4;; — a;; sl pud scrivere la precedente relazione come un

prodotto righe per colonne

€1 i
B e
Cr IS

Moltiplicando a sinistra entrambi 1 membri per la matrice aggiunta di B si ottiene
det(Ble; € N per ogni ¢ = 1,...,7 ¢ quindi det(B)M ¢ N. Basta adesso osservare
che 1 —det{B} e [I. n

Corollario 3.2. Sia R C A Uintersezione di fufli gli ideali massimali e M wun A-
modulo finitamente generato, se RM = M allore M = 0.

Dim. Poniamo N = 0 nel teorema 3.3, esiste ¢ € R tale che (I —a)M = 0. Dato
che o appartiene a K, 1 — o non appartiene a nessun ideale massimale e quindi &

invertibile. (

Un applicazione di f: M — N tra due moduli si dice A-lineare ¢ un morfismo di
moduli se flaymy + ayma) = ayf{my) + axflmy). £ evidente che ker f = {m €&
Mifim) = 0} e imf = f(M) C N sono sottomoduli; si definisce il conucleo
coker f = Nfim f = N/f(M)

Corollario 3.3. Sia A un anello, M un A-modulo finitemente generato ¢ f1 M — M
un morfismo surgettive di moduli. Allora f ¢ anche iniettive e quindi un isomorfismo.

Dim. L’endomorfismo f permette di considerare M come Alt]-modulo tale che fm =
f{m}. Peripotesi ({)M = M e quindi esiste g € Aff] tale che (1~ gi)M = 0. Sia
m € ker{f), allora 0= (1~ gtym = m — gf{m) = m e quindi [ & iniettiva. [
Ogni anello 4 & un A-modulo in modo banale, i sottomoduli di 4 corrispondono agli
ideali. Un modulo si dice libero se & isomorfo ad una somma diretta 43 4-moduli
isomorfi ad 4. I modulo A7 ¢ libero ed & generato da r element] e non di meno.
Infatti un A-modulo M pud essere generato da r elementl se e & solo se esiste un
morfismo surgettive di moduli A7 — M. Lasciamo per esercizio la verifica che se
f: A% = A" & surgettivo allora ¢ > r.

4. Spazi proiettivi

Sia K un campo e V uno spazio vettoriale su K; definiameo il proiettivizzate di V
P(V)={(V~{0}}/~  ve~w & v=2w IeK-{0}

Lo spazio P{V) & in bigezione naturale con Vinsieme dei sottospaz vettoriali di di-
mensione 1 (rette} di V.

Se V ha dimensione finita definlamo la dimensione di P(V), dimP{V} =dimV - 1.
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Dato un vettore v € V', v % 0 si & soliti denotare con [v] € P(V) la classe corrispon-
dente. 7
Chiameremo Pg = P(K"*!) spazic proiettivo di dimensione n sul campo K. In
assenza i ambiguitd sul campo K scriveremo pill semplicemente P™.

Se W ¢ V & un sottospazio Hneare si ha P(W) ¢ P(V}, chiameremo P(W) sot-

tospazio proiettivo di P(V). Se W C V' & un iperpiano diremo che P(W) & un .

iperpiano di P(V). Infine si definisce lo spazio proiettivo duale P(V)Y = P(VV), &
chiaro che P{¥}¥ & in bigezione naturale con ghi iperpiani di V' { e quindi di P(V)).
Se W1, W, ¢ V sono sottospaz scriveremo P{W) + P(Wy) = F(Wi + W), in altri
termini se Hy, Hy C P{V} sono sottospazi proietsivi allora Hy + Hy & it pin piccolo
sottospazio proiettivo di P(V) che li contiene. Se p,q € F{V)} sono punti distinti
scriveremo talvolta %5 per denotare p + ¢, la retta profettiva congiungente p ¢ g.

Definizione 4.1. Una applicazione ¢: FP{V} — P(W) si dice una proiettivita se &
indotta per passaggio al quoziente da una applicazione lineare iniettiva f: V — W
scriveremo in tal caso ¢ = [fi. Un isomorflsmo proiettivo & una proiettivity
bigettiva. .

I un facile esercizio osservare che date f,g:V — W lineari iniettive vale {f] = [g] se
e solo se esiste o € K — 0 tale che f = ag.

Se ¥V ha dimensione finita ogni proiettivitdh P{V) ~+ P(V) possiede una proiettivita
inversa, denctiamo con PGL(V) = Aut(P(V)) il gruppo delle proiettivita di P(V) in
sé. Per definizione esiste un omomorfismo surgettive di gruppl GL(V) = PGL(V)
che ha come nucleo i multipli dell’identita.

Clhiameremo sistema di coordinate omogenee su F{V} un qualsiasi sistema di
coordipate lineari su V. Se P(V} ha dimensione finita n, la scelta di un sistema di
coordinate omogenee definisce un isomorfismo profettive P{(V) = P* e quindi permette
di rappresentare ogni punta p € P{V} come p = [ag, ..., 2,] con i numeri g; € K non
tutti nulli. Tale rappresentazione non @ unica ma vale [ag,...,a.] = [bg,...,bn] se ©
solo se esiste A € K — 0 tale che b; = Aa; per ogni 4.

Si consider] adesso una decompoesizione in somma diretta di sottospazi V=KW e
gia 7 V -+ W ia proiezione sul secondo fattore. Per passaggic al quoziente otteniamo
una mappa [7]: P{V) — P(K) — P(W) detta proiezione su P(IV) di centro P(K).
Da un punto di vista pilt geometrico se p € P(V) — P(K) allora [x](p) & il punto di
intersezione di B{W}C P(V) edi F(K)+p.

Lo spazio proiettive F(V/K) pud essere pensato come Pinsieme dei sottospazi pro-
iettivi di P{V)} di ditnensione dimyg K che contengono F{K); in tale interpretazione
l'isomorfismo naturale P(W) -~ B(V/K) associa al punto p € P{IW) il sottospazio
F(K)+ p.
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Definizione 4.2. 3 punti pe, ..., ps € P™ si dicono proietiivamente indipendenti se il
sottospazio generato pg + ... + p, ha dimensione esattamente s.

Definizione 4.3. Un insieme pg, ..., Pnei € B sl dice un sistema di riferirnento
se per ogni 1 fissato i punti p;, j # ¢ sono proiettivamente indipendenti.

Ad esempio tre punti distinti di P! e e quattro punti di P?, tre a tre non allineati,
sono sistemi di riferimento.

Valgono i ben noti:

Lemma 4.4. Sia V spazio vellericle di dimensione n+1 e po,.ypayr € P(V)
un sistema di riferimento. Allora estste una base eqg,...,en, € V', unica a meno di

omotetie, lale che p; = [e;] per i=0,..,0n € poy1 = [eg + €1 + ... +e,).

Corollario 4.5. Dati due sisterni di riferimento po, ..., Datis 0y or Qa1 4 BT esiste
unice una proietiivitd ¢ € PGL(n+ 1} tale che ¢{p;) = q¢; per ogni i.
ESERCIZIO 15: Dimostrare 4.4 e 4.5.

Fissiamo un sistema di coordinate omogenee zg,...,2n su P”, possiamo allora
scrivere P? = AJ U Hy dove A = {{zp,...,zn]lze # 0} & la “parte affine” e Hy =
{[z0, -, Ta]] o = 0} & “I'iperpiano all'infinito”.

L’applicazione K™ ~» AJ, {ai;...,0n} - [L,a1,...,4,] & bigettiva e determina una
struttura di spazio affine di dimensione n su AZ. Non & difficile mostrare che il
sottogruppo di Aut{P™) delle proiettivitd che preservanc la decomposizione F" =
Al U Hyp coincide con il gruppo delle trasformazioni affini di AJ .

Per n = 1 possiamo scrivere P! = KU {oo} dove K= {[L,t]|t € K} ¢ o0 = [0,1] =
11, 00}.

Ogni proleftivith ¢ di P! & rappresentata da una matrice

(‘c‘ Z) ad — be 5 0

e quindi ¢({ze, 1]} = [azp + bzq, 230 + dx1] che, nella coordinata affine ¢ diventa

a -+ bt
9(t) = ¢+ df

ad — be 3 0

ESERCIZIO 16:  Determinaze le projestivith ¢i € U {oo} che preservano i seguenti
softospazi:
Roe=fz+iyly =0}, H = {z+iyly >0}, H = {z+iy|y >0}, & = {z+iy|a* +y° < 1},
& =z +iy|e® +y? < 1)
Dati 4 punti distinti py,...,ps € P! esiste unica una proiettivita ¢ € 4ut{P1) ed
un elemento A € K — {0,1} tale che

¢(p1) =0, ¢lpa) =00, é(psi=1, élpy) =2
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Dunque A dipende solo dalla quaterna ordinata pq,..,ps ed & invariante per projetti-
vitd.

Definizione 4.8. 1l valore A = {pypapsps) sl dice birapporto della quaterna ordinata
Pry-a P4

E evidente che esiste una proiettivith che trasforma l'una nell’altra due guaterne or-
dinate ¢i punti di P! se e solo se le due quaterne hanno 1o stesso birapporto. Il nome
hirapporto & motivato dalla seguente

Proposizione 4.7. Siane py = [r1,41],..,0a = 24, ys] punti distinti di PY, allore

vale la formula
TiYs — Ta¥r  TiYe — T4l

TaYs — Ta¥e  Tolq — T4l

che, in coordinate affini diventa, se p; € K

(pipapaps) =

M P 1~ 4
(ppapapa) = ——— ¢ u"
Pr— Pz Pr— P4

I gruppo simmetrico su 4 elementi L4 agisce sulla quaterna py,...py permutando gli
indici; & naturale chiedersi come agisce X4 sul birapporto. .

Definizione 4.8. Il gruppo trirettangolo & il sottogruppo [y &4 formato dal-
Videntita e dallie tre permutazioni di ordine 2

o =(2,1,4,3), e2=1(3,442), o3=1(4321

Lemma 4.9. Il biropporto di una quaterna di punti distinti di P & inveriante per
Paziene del gruppo trirettangolo. Se bir(py,p2,pa,pa) = A, sotto Uazione del gruppo

simmetrico il Mrapporto assume i valord

Dim. Esercizio. 0
In generale le sel espressioni di A in 4.9 forniscono valori distinti in K, si hanno
tuttavia le seguenti eccezioni:
1} Caratteristica #2 e A= —1,2, % In questo caso la quaterna & detta armonica.
2) Caratteristica # 3, £2 — £+ 1 =0 e A =&£,£7". In questo case la quaterna &
detta eguianarmonica.
ESErCizIO 17: Siano date Lq,..., L. C P® = A5 U Hy rette. Si assuma che nessuna
deile reste Ly & contenuta in Hp esia p; = LiMHa. Per ogni { esiste una rappresentazione

parametrica della retta L; 1 AL

Li = { E}-ra'iit + bil: revy aint + bin; [t [ K}
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Provare che p1, ... pa sono proiettivamente indipendenti se e solo se det{ay;) # 0.

ESERCIZIO 18:  (+) Sia K algebricamente chiuse di caratteristica # 2 e siano date
L,y Ly © [P% rette. Provare che esiste una retta in P? che le interseca tutte. (Sugg. Se
L Ly % 8 & facile. Altrimenti sl prendano coordinate omogenee tali che Ly = {zp =
xy = 0}, Ly = {#2 = 33 = 0}, Viperpiano all’infinito Ho = {xo = 0} e si consideri I fascio
di piani F; = {z: = tzo}, § € K. Ad un certo punto servira 'esercizio precedente.)

EsERCizZio 19: K campe infinito, per ogni n > 5 esiste un insieme S ¢ B! di n
elementi tale che se ¢ € Awt{P) e ¢(3) € S sllora ¢ = Id.

Esgrcizio 200 Sia p g P" e G C Aut(P™) il sottogruppo delle projettivitd ¢ talt
che ¢{H} < H per ogni iperpiano H contenente p. Provare che & agisce transitivamente

sull’insieme degli iperpiani di P™ che non contengono p.

ESERCIZIO 21: {quadrilatero armonico)

Claratteristica # 2. Siano ai,az, a3 € P? non allineatt e b € @2ay, b3 € Tzar tali
che b; # a; per ogni 4,§. Siano ¢ il punto di intersezione di a:bz e axbs; by il punto
di intersezione di @Taz e 7ag; d il punto di intersezione di @743 e beby (vedi Rgural,
Provare che (g1a:hd) = ~1. {Sugg. fissare un sistema di coordinate omogenee tali che

ay = [0,0,1], gz = [2,0,1], d =[1,0,0], @2 = [0,1,0] e provare che by = [1,0,1].)

quadriiatero armonico &

az d

5. Esercizi complementari

EsErcizio 22: () Un dominie di integritd & a fattorizzazione unica se & solo se sone
soddisfatte entrambe le seguenti condizioni:
i) Ogni elemento irriducibile & primo.
ii) Ogni catena ascendente di ideall principali & stazionaria.
Esproizio 23: Sia V ouno spazio vettoriale su di un campe K esia f:V — V una
applicazione lineare fissata. Dato comungue un pelinomio p € Kt si pud considerare

"endomorfisme p{f}:V — V.
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Sia ora F = {pi;) una matrice quadrata di ordine n a ceefficienti in K[t}; alla matrice
£ sl pud associare una applicazione lineare P(f}: V7 — ¥ ponendo P{f) (w1, .y tn) =
{wi, .. ) dove wy = Z}. pii{ v, .

Si osservi che se F{f}{v1. ..., vn) = 0 aliora 0 = P P{f){(vs, ... v} & quindi det{P{f1)v; =
det P{f}v; = 0.

Cosa succede e v1,...,%. & una base di V', {ai;) & la matrice che rappresenta f in tale

hase e pyy = qi; — di;17

Esgrcizio 24: Ogni dominio di integritd finito & un campo.
ESERCIZIO 25: 1 campi finiti sono perfetti, dimostrare che in ogni caratteristica positiva

esistono campi non perfetti e domini perfetti che non sone campi.

Esercizio 26:  Provare che il polinomio 2° + 227 + 22 — 8% non ha radici razionali

positive.

Eszrcizio 27: Differenziare la relazione &° f{zy, ..., 2.) = f{tx1, ..., bz, ) e riottenere Iy
formula di Eulero.
EsgRCIZIO 28: Provare che non esistono R -derivazioni nonbanali su C. Pil in generale
se A & un dominio perfetto, f &€ A[t} irriducibile, allora non esistonc A-derivazioni su
Al
Esercizio 28: Un dominio a fattorizzazione unica 4 2 perfetto se e solo se per ogni
. B
F & Alfd irriducibiie, % # 0.
h [«

Esgrcizio 30: Sia 4 un anello commutativo, f = aga” + ... 4+ an Alzl. Provare
che:

a} [ & nilpotente se e solo se @ © nilpotente per ogni 7.

b} F & invertibile se e solo se @, ® invertibile & ag, .., @n-1 Sono nilpotenti.

Esercmzio 31: Sia A ~ £ un morfismo di anelli, a,b € B e siano D, [Y:B — B

A-derivazioni; allora vale
(D bD'| = ablD, D'l + a2} — bD' (a) D

Esegrc1zio 32: Sja € — 4 un morfismo di aneli, D: A - A una (-derivazione e sia
x € A tale che Dz =1 e N%,(z') = 0. Provare che 2 non & un divisore di 0.

Esgrcizio 33: Sia A un anello commutativo con 1 e siano
R= {2 € All + 2y invertibile per ogni y € A}

N =+0={z ¢ Alz nilpotente }, E[A) = {ze Az’ =z}
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Provare che:
i} K, NV sonoidealie N C H.
i) Sia 7 C R ideale, a € A. Provare che a & invertibile in A4 se e solo se la sua protezicne
& invertibile in A/J.
iy (#) Sia [ C A ideale ¢ o E(A) — E(A/I) la prolezione al guoziente. Se T ¢ R
allora o & iniettiva; se [ C N allora o & bigettiva.
{Sugg.: provare che nella surgettivith di o non & restrittivo supporre I principale a qua-
drato nulio; mostrare inoltre che 1 — 2z & invertibile in Z[z]/{z® ~ z}.)

ESERCIZIG 34:  Un polinomic p = Zam" si dice guasiomogenes se esistono interd
positivi di, ..., & tali che la somma d{J) = ZJ i;d; & costante sull'insierne dei multiindici
I ={i{1,....7a) per cut as # 0. Enunctare e provare 'analogo deila formula di Eulero per i
polinomi quasiomogenei.

ESBRCIZIO 35: Sia B matrice nxn a coefficienti in un anello A, B la matrice aggiunta

e v,w vettori di 1", Provare che per ogni vettore riga » e vettore colonna w vale
= B w
vBw = det ( )
v

EsgrcizIio 36: (Teorema di Macaulay)

Sia K un campo di caratteristica 0, S = K[z1,...,za] = ©8¢ dove S; denota lo spasio
vettoriale del polinomi omogenel di grado d.

Denotiamoe 8; = 5(3-: S -+ 8, i=1,..,n,lederivate parziali e con T = K[8, ... 8] = &Ty
dove Ty & lo spazio vettoriale degli operatori differenziali omogenei di grado d; sl noti che
le naturall applicazioni bilineari Su x Tu — K sono nondegeneri,

Data f € 8., f#£0, s definisce f* = {D e T|Df =0} Provare:

i) f* & un ideaie omogeneo di T.

i) Se ge T &omogeneo e fX =gt allora g=af, ac K.

Sidenoti I¢ = f*NTy, periipunto 1) f* =@y, Sia A =T/7 = @Aq dove Ag = Ty/1;.
Provare:
i) A, =K e Aq=0 perogni d>n.
iv)
Zoceolo{d) .= {a € Aladq = 0Vd > 0} = A,.

v} Viceversa ogni ideale omogeneo £ C T tale che Uanelic A = T/7 soddisfa le precedenti
condizioni iit) e iv) & del tipe f* per qualche f € S.. {Sugg. [ & unicamente determinato
da In).

ESERCIZIO 37: Dato un A-modulo M sicensideri B = 4@ M dotato delle operazioni

{a,m) + (b,m) = (a+ b, +n}, (a,m)(b,n) = {ab,an + bm). Provare che B & un anello

ESERCIZIO 38 Si consideri Vanetls B = Kle,yi/(z —v%).
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1} Si provi che B & un Kz]-modulo libero di rango 2 ed un K[yl-modulo libero di rango
i

2) Siccome K[z] ¢ isomorfo & Ky e due moduli liberi isomorfi hanno lo stesso rango ne
segue che 1=2; dove sta Perrore?

Esercizio 39: Se ¢:P" —~ K — H & una proiegione e L < P™ & un sottespazio
prolettivo tale che K ML == @ ailora la restrizione ¢ L —+ H & una proiettivith tale che
#(p) = p per ogni p € LN : viceversa ogni proiettivith y: L — H tale che ¥ip} = p per
ognl p € LN H ¢ ottenuta come restrizione di una opportuna proieziene (di centro non
necessariamente K }. Discutere se il risultato continua ad essere vero sugli spazi proiettivi
definiti su corpt noncommutativi {per questo si consiglia di analizzare il caso A, L rette in
P2y,

ESERCIZIO 400 Siane L, H ¢ P? rette distinte, p = LNH e ¢: L — H una projettivitd
tale che @(p} # p. Provare che ¢ & composizione di due prolezioni. {Sugg. considerare ia
retta o{p) + &7 (p).)

ESERCIZIO 41:  Discutere la validitd di 4.5 su corpi noncommutativi. In particolare si
determini il sottogruppo di PGL(2) che lascia fissl tre punti distinti di P,

EsErCIZiO 420 Sia A € K- {0,1} fissate, L C P? retta, m:P? — 0 — L proiezione di
centro o & L. Definiamo ¢:P? — P? nel modo seguente:

o) =oe d(pl=pperognipelisep#oepdl sipone r=n(p), d{p) = g dove
g € o+ p & 'unico punto tale che {orpg) = A.
Provare che ¢ & una proiettivita.

ESERCIZIO 43:  (rapporto semplice)

Siano a,b,¢ € A® punti allineati con b # ¢, esistono quindi unici un vetiore v & K" ed

uno scalare ¢ € cam tali che b = ¢+ v, a = ¢+ tv. Chiameremo ¢ = (abc) = ezs

— C
rapporto semplice della terna.

Provare che se f:A” — A™ & una applicazione affine tale che f(h) # fl¢) allora vale la
relazione {f{e)f{b)f{e)) = {abc).

ESERCIZIO 44: (rapporti plurisezionali)

Stan>2eay,. .G b, by € PY B # aigg st definisce il rapporto n-sezionale

i

(@109t brby. b)) = H(ﬂ:fﬂmi’:) = H

[E=1 im=1

alb! — albd
aly bt — aj,, bf
dove 81 & posto @nsy = ay, bnss = b e oy = [a),al], b = [a?, a}] sono le rappresentaziont
in coordinate omogenee. Provare che & invariante per profettivita e che se b, = b.—; allora
(alilg.“(lﬂb;bg...bn} = {(1.1(12...{),,-.-;f}lbg...bnml).
Se invece a1,....a, € Pl e b & Widiyr , b # ey per ognl @ = 1,..,n, preso un punto

2 . e .
p € P? non appartenente ail’unione delle rette #7TT si definisce {a1a2...anbibz. B,)
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come il rapporto plurisezionale deile rispettive immagini in P! tramite la projezione di
centro p. Si provi che si tratta di una buona definizione e che quindi il rapporto plurise-
zionale & invariante per proiettivita. {(Sugg. Siano p, ¢ due centri di proiezione e prendere
coordinate affini tali che 77 & la retta allinfinito. Non & restrittivo assumere che 7§
nON CONntenga Bessun punto 4;; si scriva quindi (a1@z...anbiby. bn) come un prodotto di

rapporti semplict.)

ESERCIZIO 46: {Teorema di Menelao, (I sec. d.c.})
Siano ay,dz, 03 & P2 i vertici i un triangolo e b € Gidi1 punti distinti dai verticl
Provare che by, be. ba sono allineati se e solo se (arazaslibeds) = 1 {Sugg. considerare

biby come retta all’infinito).

ESERCIZIO 47: {Teorema di Ceva, 1678)

Siano a1,aq,6s € 7 non allineati e by € @ETT punti distinti dai vertici. Provare che
le rette L; = Gibieq SONO concarrenti se e solo se {a100a3h19262) = —1 {Sugg. Sia p un
punto generico contenuto neila retta babs e st oconsider! 1a proiezione di centro p sulla
retta ajas ).

LSERCIZIO 48: Sia K algebricamente chiuso e ¢ € Aut{P') di ordine finito non divisibile

per la caratteristica di K. Provare che ¢ ha esattamente due punti fissi

ESERCIZIO 49: (caratteristica # 2) Una quaterna ordinata p;,....,ps di punti distingi di
P! definisce un omemorfismo iniettivo di gruppt Ay — PGL(2,K) = Aut(P!) caratte
rizzato dalla proprietd che per ogni permutazione ¢ € Ty vale h{o)}{p:) = poysy. Provare
che non csiste alcun sollevamento di A ad un emomorfisme I's — GL{2,K). (Sugg. Non
& restrittivo assumere K algebricamente chiuso; st prenda una coordinata affine tale che

la quaterna sia I, -1,a,~a con a3 £1.)

Esercizio 50 Trovare una efemento di ordine 2 di PGL(2, Q) che non si rappresenta
con elementi di ordine finito di GL{2,Q)

Esgrcizio 51: Sia & = K — 0 il gruppo moltiplicativo, n > 2 un intero e si assuma
che esista un sottogruppe finito M ¢ G di ordine d tale che & & generato da A e dalle
potenze n-esime i elernentl di . Sia inoltre A il massimo divisore di n non divisibile
dalla caratteristica di K.

Per ogni sottogruppo finito T ¢ PGL{n,K) di ordine m esiste un sottogruppo finito
I ¢ GL(n, K} di ordine < hdm che si mappa surgettivamente su I tramite la proiezione

naturale GL{n,K) — PGL{n, K}.
ESERCIZIO 52 Una guaterna di punti distinti di P! & equianarmonica se e solo se il
birapporto & invariante per Uazione de} gruppo alterno Ag.

ESERCIZIO 53: |} gruppo simmetrico L4 contiene esattamente tre sottogruppi di ordine

& (2-Sylow) tra loro coniugat! e isomorfi al gruppo diedrale Dy, Provare che una quaterna
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& armonica se e solo se il birapporto & invariante per I'azione di un sottogruppo di ordine

8 di Sg B

ESERCIZIO 54 Si consideri 'applicazione [P — P™, definita in coordinate omegenee
da f([wo, 2] = (25,257 w1, .., 27). Provare che se Do, .., pnsy SONO punti distinti di P!
allora flpo), ..., f{Pnt1) 2 un sistema di riferimento sy P°

Esgrcrzio 53: Siconsideri il piano R? con la metrica cuclidea usuale, per ogni p ¢ R?2
sia F, o 'i?ﬁiﬁ il fascio di rette per il punto p. Verificare che U'applicazione F, — Fy che
manda ogni retta nella sua perpendicolare & una proiettivizd, Tale proiettivity & chiamata
involuzione degli engoli rell.

ESERCIZIO 56: (Luogo polare)

Siape P

Yo ¢ un insieme di n punti distint] Pty Bn di BT Si definisce il luogo polare
di o rispetto a & come Uinsieme dei punti ¢ € P! che in coordinate affini soddisfano la

condizione

n H

S o) = 3 252

=1 d=1
Serivere la precedente relazione in funziene delle coordinate omogenee di 0,p1, ..., Pn, @
e mostrare che la definizione del luogo polare non dipende dalla scelta del sistema di
coordinate omeogenee scelto. Provare incltre che se 0= 0o @ p1,..,pn € K sono e radici
£

di un peolinomio monico f di grado n allora il luogo polare di 0o rispesto a g1, .., pn &

Vinsieme delle vadici della derivata £ di f.

[I. Forme binarie

Uno dei settori trainanti dells geometria algebrica nel periodo 1840-1890 & stato
senza dubbio la teoria algebrica degli invarianti. In gquesto capitolo ripercorriame
alcune delle principali conguiste di quel periodo, culminate con i teoremi delia base e
degh zeri di Hitbert, studiando gli invarianti di forme binarie.

Riprendendo a terminologia usata all’epoca useremo il termine forma (binaria, ter-
naria, etc..} per indicare un polincmio omogeneo {in due, tre, etc.. variabili).
Supporremo per semplicitd K campe di caratteristica 0 o sufficientemente alta {ri-
spetto ai gradi dei polinomi considerati).

1. Risoluzione per radicali dell’equazione di terzo grado

In questo paragrafo K denota un campo algebricamente chinso di caratteristica #
2,3.

Sia f(z) = 2° + 3a12? + 3asz + a3, essendo K algebri.camem.e chiuse sl pud serivere
flz)={z~ a1}z — o)z — a3}, a € K
A meno di sostituire ¢ con z — a; si pud tranguillamente assumere a; = 0 e quindi
Fz) =2 + 3022 + a3

Esistono tre casi in cui Pequazione f(x) = 0 & particolarmente semplice da risolvere:
1) Se az =9, allora z = ¥ ~a;.
2) Se a3 = 0, allora = = 0,/ ~3az.
3) Se f e f = 3(z? +a;) hanno un fattore comune allora Uequazione si riduce ad
una equazione di secondo grado.
Assumiamo quindi di non essere in nessuno dei tre casi precedenti, in particolare f
possiede tre radici distinte.
E buona regola, di fronte a equazioni di qualsiasi tipo e grado, cercare le simmetrie
del sistema, cioé i gruppi di trasformazioni che lasciano invariatc (nella sostanza) il

sistema di equazioni.
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Su K & naturale considerare 1 seguenti gruppi:

1) Trastormazioni lineari; sono le trasformazioni del tipo z — Az, si vede subito’
che f & invariante per una tale trasformazione se e solo se az = 0,A% = 1 oppure
ay =0, A" = 1 oppure a, = ag = 0. :

2y Trasformagzioni affini; sono le trasformazioni del tipo = — Az -+ 7, si vede subito
che f.pud essere invariante solo se 17 = 0, ciceé solo se la trasformazione & linears.

3) Trasformazioni proiettive; sono le trasformazioni del tipo

ar + b
exr +d

ad # be.

Una tale proiettivitd agisce sul proiettivizzato deilo spazic vettoriale dei polinami di

grado < m e trasforma la classe [g{z}] di grado n in

o(&a) ]

Siccome le tre radici di f sono distinte,. esiste una unica proiettivitd ¢ tale che

Ulon) = ag, ¥{og) = @y, ¢¥laz) = ay. Evidentemente y* = Id e f & un autovettore
per azione di 4 sullo spazio dei polinomi di terzo grado, per le ipotesi fatte su f
sappiamo che ¥ non & una affinitd, cioé il punto al¥’infinito non & un punto fisso di .
Siano n,m € K i punti fissi di ¢¢. I due polinemi z — n, £ — m sono entrambi
autovettori per Pazione di 4 e, detti Ay, A i rispettivi autovalosi, st ha A3 = /\%.

Siccome n # m esiste un polinomio g(y} di grado al pidl tre tale che

T — 1

f(sc>=g(“”)(x——m)f

e tale che g & un autovettore per Pazione y — £y, dove £ & una radice primitiva tripla
di 1. Dunqgue g{y) deve essere necessariamente del tipo ay® + b, abbiamo quindi

dimostratoe la seguente

Proposizione 1.1, Sie f un polinomic di terzo grado con radici distinte e siano

n,m i punit fissi delle proietiivita che induce una permutazione ciclica delle radici di
s

F.

Egistono allore due costanti a,b tali che f(z) = a{z — n)* + bz ~ m)®.

Da tale risultato & facile ricavare ia formula risolutiva dell’equazione di terzo grado,

abblamo infatti
2® + 3agz +ag =tz —n) + (1 - t)(z —m)®

che equivale al sistema

tn= (f—1m
tn? + (1 —t)m? = ag
tn 4+ (1 - hm® = —ag
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che, essendo n — m # O s riconduce facilmente al sistema

tn = {f - 1}m
Nt = —@s
a3
7oA+ = -
a2

Si tratta di un sistema di secondo grado simrmetrice dal quale si pud ricavare n ,m e
t.
Le radici di f sono quindi le radici dell’'equazione

T -7 S_twi_n
r-—-m Tt T m

che si calcolano esatiamente e sono

min —nYm

S TR
ESERCIZIO i: Se f possiede una radice multipla la precedente equazione risclutiva
degenera alla forma a; = 5
Nel capitolo sulle curve piane ridurremo 'equazione di quarto grado ad una di
terzo grado {equazione risclvente) ed a due equazioni di secondo grade. E ben noto
che per polinomi di grado > 5 non esiste la risolubilita per radicali.
Un problema intermedio (rispetto al problema della risolubilith delle equazioni) & il
seguente:
Dati due polinemi f(z), g{z) di grado n, esiste una proiettivitd ¢ che trasforma le
radict di f nelle radici di g7
Tale problema ha perfettamente senso per ogni n > 4 ed & perfettamente risclubile
anche se in caso di risposta positiva noun esiste nessuna formula in grado di determinare
7. Di tale problema inizieremo ad occuparel a partire dal prossimo paragrafo.
EsERCIZIO 20 Sia f un polinomio di grade 4 senza radici multiple, Allora f & autovettore
per almeno tre prolettivity distinte 1, ¢, 1Wa tali che ¥2 = Id.

2. Invarianti e Covarianti di forme binarie

Abbiamo appena avuto un efficace esempio di come la geometria della retta projettiva
si applica allo studio delle equazioni polinomiali f{x) = 0. In tale contesto & utile

considerare al posto dei polinomi le forme binarie,

Definizione 2.1. Una forma binaria di grade n & un polinomic omogeneo di grado

n in due variabili.
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Le forme binarie di grado n formano uno spazio vettoriale V,, di dimensione n + 1
su K. Per ragioni di convenienza notazionale, che appariranno pitt chiare in seguito,
scriviamo ogni forma binaria nel modo seguente:

. n - n\ i
Floo, 1) = oozl + (1)a1$§ L B (z}aﬂ:g I SR Y

dove ap,...,6n € VY = Homg(V),, ) sono le coordinate di f. Esiste una naturale
applicazione bilineare V, x ¥, — V.1, data dalla moltiplicazione.

Per ogni n > 0 esiste un isomorfismo naturale fra V,, e lo spazio vettoriale dei polinomi
di grado < 7 in una variabile z. Data una f € V,,, la sua disomogeneizzazione f(z,1)
& un polinomio di grado < n. Viceversa dato un polinemio p(r) di grade < n, la sua

omogeneizzazione & la forma binaria definita da

flog, ) = zip (E—{}-)

Ly

da questo isomorfismo segue immediatamente che, se K & algebricamente chiuso, ogni
forma binasia 2 il prodotto di forme binarie di grade 1 e che quindi ogni forma binaria
non nulla di grado n possiede esattamente n radici {contate con molteplicitd ) su
Pl POV _

B inoltre chiaro che le radici di f{z,1) sono esattamente le radici di f{zg,z1) che
stanno nella parte affine {z; 5 0} & PL

Lemma 2.2. Due forme binarie non nulle hanne le stesse radici nella chiusura

algebrica di K, contate con molieplicitd, se e solo se sonoe proporzionals,
Dim. Evidente. o
Si noti che il lemma 2.2 definisce una bigezione fra P = P{V,) ed il guoziente di
{PYY™ per P'azione del gruppo simmetrico L,,.
Ogni isomorfismo lineare 4: V) ~» V; induce in modo naturale una proiettivitd jy] di
P! = P(1), pilt precisamente se p € P! & il punto di coordinate omogenee [pg, p1] si
definisce [¢](p} come la radice 4t ¥{p1wo — poz1).
Ogni proiettivitd si ottiene in questo modo e {yn] = [i2] se e solo se ¥ e ¥ son0
proporzionali.

FSERCIZIO 3 Sia j. © © linsieme delle radici n-esime di 1, determinare il gruppo

delie proiettivita @ di P& tall che ¢{pn) = pn.

Tramite !a base canonica g, 21 di ¥} s definisce un isomorfismo tra GL(2,K)

ed il gruppo degli automorfismi Bneari di V)

((,; CCE)xg:aa;g%bq:b (z 2)2;:{:%%—(51:1
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I azione di GL(2,K) ¢ estende in modo unico ad una azione sipistra su V, in modo
compatibiie con i prodotti Vi, x V4 —» Vogs. Se f € ¥, e g & il suo disomogeneizzato

st ha

((; Z)f(ro,zci):f(aﬂ:e+bﬂ:z,wo+dmi) (2 Z)g(éf)xg(w b>(6$+d)”

Ogni polinomio plag, ...,a,) pud essere pensato come una funzione p:V, — K, esiste
allora una ovvia azione destra di GL(2,K) su Klag, ..., an] data da

oY) =p(Af), AeGL2K), pé&Klag...om), [fEW,

Esempio 2.3. Se
. e ¢
n o= 2, pxagagwa%, A:(b d}

si ha allora p? = pdet? 4 = det 42, infatti
pNaorit2a; 2oz +agzl) = plaolaze+bzy ) 4201 (azg+bz1 }{cxo+dzy oz {cxo+dzy ))

= (aga® + 2e10c + az¢ Haoh® + 2a1bd + apd®) — {agab + ai(ad + be) + azed)’

= {ggag — az)(ad - be)? = p(agzz + 2ayzory + agfL‘z) det 4*
i 0 i

Si noti che agap — ai = 0 se e solo se f ha una radice doppia.

Definizione 2.4. Un polinomic p{ag,...,,) si dice una forma covariante su V), di
peso m se per ogni 4 € GL(2,K) vale p* = pdet™ 4.

L'esempio 2.3 mostra che agay — a% & un covariante su V3 di peso 2. Si noti che ogni
covariante & costante sulie orbite di $L(2, K}, in particolare le uniche forme covarianti

su V5 sono le costanti,

Proposizione 2.5. Sia plag,...,an) une forma coverianie di pese m su V. Allora

. Ase) , .
n & omogeneo di grado - ed jsobaro di peso m.,
, . L . LN
In particolare ogni monomic di p contiene un fattore a; per qualche i > 3

Dim. Vale p? = pdet A™ per ogni matrice A diagonale. Sia 4 = diag(e,3) e sia
q = ngo‘..af; un monomio di grade d = ig -+ ... -+ i, € peso m =1, + 2ig + ...+ ndy, .
Vale det 4 = aff e g = qo?"~ 7 3™ e quindi ¢ pud comparirein p solo se dn—m = m.
Si noti infine che la condizione dr == 2m implica necessariamente i, > 0 per qualche

T4
§ > - (]
-2

ESERCIZIO 4: Provare che un pelinomio omogeneo p € Klag, ..., ¢n] & un covariante se

e solo se p™ = p per ogni A € SL{2,K).
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ESERCIZIO 5 Se p & una forma covariante di peso m allora vale plan, @n—1y.t0) =
(=1} plag, ., an)-

ESERCIZIO §: Una forma non nulia
n n n—1 " n i i s
flza,z1) = aszpy + (1){111‘0 Zy 4 . (i>a,~m0 R SIS s A

possiede una radice di molteplicitd n se e solo se
(a@ ay anwg)
Tango = 1,
a1 G2 cee @
Un polinomio p € Kag,....,an] st dice SL-invariante se p? = p per ogni 4 €
SL{2.K): i polinomi SL-invarianti formano una sottoalgebra B C Klag, ..., a,], per

Vesercizio precedente B coincide con la sottoalgebra generata delle forme covarianti.

Chiameremo R algebra dei covarianti su V..

Corollario 2.6. Sia p un covariante su Vi, e sia f € V,,. Se f possiede una radice
di molteplicita > 323 allora p(f) = 0.
Dim. Siccome p & covariante basta dimostrare che p(Af) = 0 per qualche 4 €
G {2, K}, non & quindi restrittivo supporre che f abbia in 0 una radice di molteplicith
d con 2d > n. Quindi zf divide f e a, = 0 per ogni s > n—d, basta allora applicare
2.5. O
E utile osservare che p & un covariante di peso m se e solo se p? = pdet™ 4 per
ogni A apparienente ad un insieme fssato di generatori di GL(2,K). Un conveniente
insieme di generatori & dato dall’unione det seguenti tre insiemi:

i} Matrici diagonali @; = Az, 1= 6,1,

i) Inversione zg — T, T3 — Zg.
i) Traslazioni 2o — Zo +azy, T = o1,
Dimostreremo in seguito il tutt’altro che evidente fatto che & sufficiente verificare la
covarianza per le diagonali e le traslazioni.
Usiamo adesso il teorema sulle funzioni simmetriche (vedi esercizi) per costruire in
modo intuitivo (ma poco rigoroso} alcuni covarianti non banali su V), per ogni n > 2;
si assuma per semplicita K = R, C.
Siano o1, ..., &y o radici & un polinomio f{z) = apz™ +na1x™ 1+ .. +a,, si assuma
agan # 0 e si considen

Do H(th‘ - aj)
i#]

Si tratta di una polinomic simmetrico i oy, ...,@, e quindi si pud scrivere D =
Digyy ., T,) dove o = (1) (ZL) ‘Sé indica la i-esima funzione simmetrica elemen-

tare.
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Dimostriamo adesso che A = aammnD & un polinomio in ag,..., 5, covariante di pesc
n{n — 1) su V. A{f) viene dettc discriminante di §.

La dimostrazione completa e rigorosa che A & un pelinomio , cio® che non contiene
potenze di ay al denominatore sard data nel capitolo III: si tratta comungue di un
fatto abbastanza ovvic dal punto di vista intuitive, infatti per ogni polinomio monico
fissato g(z} di grado n— 1 con radici By, ..., Bn-1, esiste una costante C dipendente
da g tale cke posto f(z) = {apz — Lig{z} vale A{f) = Gag(n_l) Il agt =657 e
quindi esiste finito il Imite di A(f) per ap — 0.

La covarianza ¢i A rispetto alle traslazioni & automatica, rimane da verificare la
covarianza rispetto alle matrici diagonali ed alf’inversione.

Sia A = diag{, £}, allora A(zg — oz} = Aze — o€y e quindi A trasforma la radice

c; in A7 e, mentre trasforma il coefficiente ag in ATag, ne segue che
&A — A()\wlf)n{n—-l})\Qn(n-—i} = Adet A-n{nmi}
Linversione manda o; in o Ve ag in aa. dangue

AA — ai{n—l) H (Of,; - ij) = A
’ iy Y

dove nell'ultima uguaglianza abbiamo fatto uso della relazione a,, = agay....cv,
Siccome le f € V, con aga, ¥ 0 sono un aperto densc la relazione A(Af) =
A(F)det AM1 vale per ogni f, A e quindi & & un covariante.
Usando la stessa idea si possono costruire altri covarianti di peso multiplo di n, diamo
qui solo Valgoritmo di costruzione lasciando per esercizio le verifiche di covarianza.
St consideri una tabella quadrata dilato n 7= {{({,/) e N}|1 <i,7<nl esia §C T
un sottoinsieme con le seguentl proprietd:

1) Se (1,7} € § allora ¢ < j.

23 Detto r; {risp.: ¢) il numero di elementi di S sulla i-esima riga (risp.: colonna)

allora r; + ¢; = m non dipende da 3.

Le seguenti due tabelle forniscone due esempi di tali insiemi per n =4

* F * x
* * *
*®




32 MARCO MANETTI

Un covariante di peso rumn & allora dato da

As=ad" 3 ] (o —aogp)?

@€8n (i,j)€S
Si neti che Ag non & identicamente nulle, come si vede considerando un polinomio &
radici razionall distinte.
Con un conto che omettiamo si calcola il discriminante di una forma di terzo grade
che, a meno di uno scalare, vale

2 2 2 ;
A= qagay — 3@1(1% -+ 4{1%0.3 + 4&0{13 — Bagaiaqas.

. N . . P .
Dati due covarianti P, @ su V), dello stesso peso, @ # 0, il quoziente = si dice un

invariante razionale su V. Se U C V,, & l'insieme delle forme f tali che Q(f) # 0
allora AU C U per ogni A € GL{2,K) ed & definita una funzione

. £n=f)
g% gV=qm
con le proprieta:

. F P .

i) »é(fif) = Zj{f) perogni A ¢ GL(2,K).

P P

= (AfYy = —{f) perogni A € K*.

Q Q

Le proprietd i) e it} implicano tra Paltro che se f,g € I/ ed esiste una profettivity
di P! che trasforma gli zeri di f {comtati con molteplicitd) negli zeri di g allora

P P
a(f}m‘é(g)'

Proposizione 2.7. L'algebra dei covarianti su Vy e Vi & generata dol diseriminante.

i)

Dim. Consideriamo il caso V3, la dimostrazione nel caso V) & sostanzialmente identica.

Sia P un covariante, esistono allora interi positivi », 5 tali che P™, A® hanno lo stesso

r

peso e quindi ¢ = — & un invariante razionale. Detto U = { fIA(f) # 0} si ha che
f € U se e solo se I possiede tre radici distinte; siccome due terne su P! sono
semipre proiettivamente equivalenti ¢ & uguale su U ad una costante c¢. Basta adesso
osservare che 4 & irriducibile e che A(P™ — cA®) = AP — At = 0. £
ESERCIZIO T: Le funzioni simmetriche elementari o1, .., @, € Z[z1, ..., -] sono definite
dalla relagione t* + ¥ o™ it + =),
Sia f € Zijzy, .., 1a] simmetrica di peso m e sia f = fo + ..+ fim la decomposizione
in componenti isobare. Provare che ogni monomic di fm & del tipe azi'zi?..z con
11 S iz € .. £ in ¢ quindi che esiste un polinomic g tale che fm (21, ..., Za) = glyr, .o, ¥)
dove 3 = @iZipr.2n e che la funzione [ — glon,on-1,...,0:) & stmmetrica di peso < m.

Dedurre che o:,.., 0, generano la sottoalgebra delle funzioni simmetriche,
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3, I metodo simbolico di Cayley-Aronhold

Sia ¥y lo spazio vettoriale delle forme binarie di grade d, Vy @ uno spazio vettoriale
su K di dimensione d + 1, definiamo Pisomorfismo standard Vy =~ K9 associando
alla d + L-upla (ag,...,a4) ia forma

d - d —;
apzd + (l)alxg Yz 4+ (z azi i)+ agnt.

Esistono degli ovvi morfismi V, x V; — V., dati dalla moltiplicazione; si noti che

negli isomorfismi standard Pelevazione a potenza V3 — ¥, si rappresenta come
{toaty) — (187 ey, 88T, L )

In particolare ogni applicazione lineare F:Vy —+ K induce una applicazione vy =
K, F(p) = F(p?), omogenea di grado d.

Viceversa, ogni G:V; — K omogenea di grado d & indotta da una unica applicazione
lineare G: Vy; — K. Infatti si ha é{agzo + ayzy) = Glog, @) con § polinomic omo-
geneo di grado d, detto a; = ag"ia‘f si ha §{og, o) = glag, ..., aq) con g omogeneo
di grado 1. Se si pone G(z a; (f) :cg”*a:f) = glag, ..., ag) §i verifica immediatamente

che G{p%) = G(p) per ogni p € V4.

Si prova similmente che 'applicazione F' - F definisce un isomorfismo di spazi vet-
toriali.

Si consideri adesso uno spazic vettoriale V' di dimensione finita, data una F.vd s K
multilineare simmetrica si definisce in modo naturale una F:V - K omogenea di
grado d ponendo F{v) = F(v,..,v). I procedimento EF — F prende i nome di
restituzione.

Viceversa, data una F:V — K omogenea di grado d e vy,...,uq € V esiste unico un

polinomio omogenec simmetrico f di grado d tale che
F(Al’!}; + /\dvd) = f{M, ...,)\d)

per ogni Aq,..Aq € K.

Si pud quindi definire F (v1, ..., vg) come il coefficiente di Ay....Aq in f diviso per d!.
L'operazione F — F st chiama polarizzazione.

Proposizione 3.1. La polarizzazione & Uinverso della restituzione: in particolare F
& multilineare sitnmetrica.

Dim. Chiaramente F & simmetrica, per dimostrare la multilinearita basta dimostrare

che Flaw, + bwg,vq, ..., V) = aF(wy, vy, .y vg) + BE (wa, Vg, 0y Ug) .
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Sia ¢; = dlF'(w;, vz, .y g), © = 1,2, dal fatto che F & omogeneo di grado d segue che
il coefficiente di Ap.. Ay in Flawy + bwg + Agvg + ... + Agvy) & una forma lineare in a
e b che deve necessariamente essere cja + cgb.
Basta adesso notare che, per ogni d-upla z1,..,24 € V d!ﬁ’(zl,...,zd) pud essere
definito come il coefficiente di Ag...Ag in F(1, 4, 2 = Fize + dom + o+ Mgzy)
quindt Flaw, + bwg, v, ., Va) = c1a + 620,
Indichiamo con R loperatore di restifuzione e con P quello di polarizzazione. Data
una F1V — K omogenea di grado d e v € Vsl ha F(hv+ o+ Mw) = (A + . +
AV F{v) ed il coefficiente di Aj.. Ay in (A +...+A,)7 & esattamente d!, questo prova
the Ro P =1Id.
Viceversa sia £ multilineare simmetrica e siano U1, ...tg €V fissati, detto w =
Ay L4 Agty st ha

Flw, e w) = F{A1, o0 Ad)

per un opportuno polinomic omogeneo f, essendo F simmetrica il coefficiente di
AAg in f e esattamente dUE (v, ..., vy), questo prova che Po R = [Id. 8

Si noti che le operazioni di polarizzazione ¢ restituzione commutano con le azioni
naturali di GL{V).
Ritorniamo agh spazi V3, un ragionamento analogo al precedente mostra che esiste

una bigezicne naturale fra le
@V x o x V= K multilinear! simmetriche

ele

G V) x .ox ¥y = K multiomogenee simmetriche di grado d

La bigezione ¢ data dalla relazione ¢(p1, ..., ps) = (%, ..., p?). Riassumendo abbiamo
trovato un procedimento che, partendo da una F: VP - K multiomogenea simmetrica
di grado d, si passa da upa F: ¥y — K multilineare simmetrica e si arriva ad una
F:V; -~ K omogenea di grado s. Se incltre F & SL{2,K)-invariante anche F lo &.
In conereto, se v = a;20 + Gixy, 1= 1,...,8 st ha ﬁ’('vl,...,vs} = f?(m,ﬁ;,.‘..,as,ﬁs)
con f polinomio multiomogenes simmetrico di grado d.

Per passare da I a F' si opera la sostituzione ay; = oz J[J’J esiha flo, &) = f{aij).
Infine si pone ¢; = ay; e si ottiena flag, ..., eq) = (av;j) con f polinomio omogeneo
di grado s, e usando lisomorfismo standard st ha infine

F(Zaz( ).Eg 29 = flag, ..., aq)

Come esempio costruiamo alcune forme covarianti su Vi di grade ¢ < 3 ottenute
partendo da dei covarianti F: V7 — K multiomogenei simmetrici di grado 4.
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Per s = 1 non cd sono covarianti di peso positivo, cid segue immediatamente dal fatto
che V1 — {0} & una orbita per 'azione di SL(2,K).

Per 5 == 2 un covariante naturale & dato da

Loy o
g2 = 2 5’1 2
Per s = 3 abbiamo
: 2 2
. l (2] vy Gyt {3 O
%= 35 Bal |8 Bal |Bs B

T covarianti gz, 93 sono detti di Eisenstein.

Applicande il procedimento descritto si ha

1 1
g2 = 5(06152 —ax )t = "2“(@?52 4o Bron F3 + 60l FialfE — Aoy Bialf + Frod)

1
g2 = “2“(610@24 — dayiags + 6a12092 — daiaayr + gga9p)

1
g2 = §(a0a4 ~ 4azaz + Baj — 4aza; + asqe) = apay — 4ayaz -+ 3a;

Si noti che da questa ultima espressione non & affatto evidente la covarianza di go.
Prima di affrontare il calcolo esplicito di g3 osserviamo che, essendo in ogni monomio
la somma dei gradi di o, e F; uguale a 4 possiamo disomogeneizzare il tutto ponendo
oy == 1,
St ha gquindi

693 = (B ~ G2)* (B2 — Ba)(Ba — B1)°

Dopo aver scritto i 27 addendi di gs bisogna sostiture il monomio 81345 con a.a;ay,
si ottiene quindi una grande semplificazione da cw

g3 = aplqg ~ aw% + 2eq1ap03 — a% - a%ad

Come prima non & affatto evidente da questa ultima espressione che si tratti di un
covariante. Un piccolo aiuto pud venire osservando che gg € ga sono rispettivamente,
a meno di costanti moltiplicative, lo Pfafflanc ed il determinante delle matrici

0 ap 2(11 30.2
ag 41 4

—ag 0 aa 2(13
41 49 43

-2{11 et ¢ 1] 0 €y
az az a4

-3 ~2a3 64 O

Lemma 3.2. I covarianti g2, 93 € Klao, ..., a1] sone algebricamente indipendenti su

K.
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Dim. Sia P = Z cigf‘g;‘ con ¢; ¥ 0 per ogni 7, dobbiamo dimostrare che P # 0 in
==

Klag, ..., 24]. A meno di permutare gl indici si pud supporre che per ogni 7 > 0 vale
B 40 > fi + v oppure che Oy + v = 05 + v, Yo > W .
Si vede facilmente che i coefficiente in P di af?*7°a°62™ & uguale a #cp che & non
nulio. s
Vedremo pitt avantl che gp e gz generano Ualgebra dei covarianti di V.,

Sia f € V; senza radici multiple e sia = = 28 una coordinata affine sulla retta
prodettiva. Con una opportuna prolettivita p{)sg:i;mo mandare una radice all'infinito
ed il baricentro delle altre 3 nello 8, dungue f & proiettivamente equivalente ad una
forma binaria del tipo 4a;2% -+ 4aaz + aq, gy # 0. A meno di moltiplicare f per uno
scalare possiamoe supporre a; = 1, si ottiene guindi la forma canonica delle forme
binarie di grado 4 senza radici multiple

4z° —pr — g, @oﬁafz:[):m:l:as:“g:%:mq

Si ha quindi g2 = agas~4aiay+3a3 = p, g3 = agasaq —agal +2a)0za3 —aj —aiag = q
da cul st deduce il :
Teorema 3.3. Ogni forma binaria f di grado { a radici distinte con covarianti gz,

gz € equivalenie alla forma di equazione non emogenea

4:!.‘3 gk - g3,

Dim., Evidente. 0

Teorema 3.4. Sia f € Vj. Allore [ possiede radici multiple se e solo se (g3 —
A, =0

Dim. Se [ possiede una radice multipla allora f ¢ equivelente ad una forma binaria
i ocui ag = a; = 0, per tale forma si ba g2 = 3a8, g3 = —a e quindi g = 2793 .
Viceversa se f non ha radici muitiple i} polinomic p(z) = 42® — gz — g3 non ha radici

in comune con la sua derivata ¢/ (z) = 122° — g9, ciod

Kp] (5 3
0#p (48] =2 (E) -
%P( 12) * o 93

e quindi 27g% # g3. n
St definisce Vinvariante j di una forma binaria di grado 4 come
3

. gz
J = 1728 s
gg - 279:%
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11 motivo del coefficiente 1728 = 12% & motivato dalia teoria delle curve eilittiche su
campi di caratteristica 2 e 3, cf. [Sil].
ESERCIZIO & Provare che g5 — 2792 differisce per una costante moltiplicativa dal

discriminante A

Corollario 3.5. Due forme binarie di grade 4 @ radici distinie sono equivalenti se ¢
solo se hanno lo stesso invarienie j.
Dim. Siano fi, f» € V; senza radici multiple con lo stesso invariante 7, non & restrittivo

supporre fq, fa in forma canonica
fre=4zd —piz -, fa=400 —paz - @

in tali forme l'uguaglianza dell'invariante j equivale alla relazione pigz = pigt.

Dimostriamo che esiste ¢ € K* tale che fa(z) = 2171z} o in termini equivalenti
che ps = 2p, g2 = 137, Se py = 0 allora g1 # 0 e dunque anche pz =0 e ¢ esiste.
Se py 3£ 0 allora anche ps # G e con un ¢ opportuno si pud assumere p; = pp ¢ quindi
g1 = +qgy, basta quindi considerare t = £1. [z
Data una quaterna non ordinata di punti @ = {pi,.pa} C P, p; # p;, & ben
definito 7{@) come Vinvariante j di una forma binaria che ha come zeri esattamente
p1, .., D4, il corollario 3.5 afferma che due quaterne non ordinate sonc proiettivamente
equivalenti se e solo se hanno lo stesso invariante j. Dunque j ha la stessa funzione

che ha il birapporto rispetto alle quaterne ordinate di punti.

Proposizione 3.6. Una quaterna non ovdinata ¢ di punii distindi &
i) Armonica se e solo se g3 =0 [Salmon, 1859).

i) Bquianarmonica se e solo se gy = 0 (Painvin, 1861).
Dim. 1 covarianti gs e g3 di 4w(x — 1}z — A) sono

4 4
gy = 5()\2 —A4+1m g = E(A"{" 1)()\ e 2)(2/\ — })
ESERCIZIO 9: Siano ai,as, o le radici di 42° — gex — ga, st provi che
g5 — 2795 = 16{ay — as) o — 03 (og ~ )

EseErciziO 10: Sia f(z) = z{z —~ 1}{zx ~ A}, A # 0,1, vale allora

A n?

Esercizio 11: Sia j € K e sia A una radice di

FA =22 = A4 1)° =i~ 1) =0
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allora le sei radici di f contate con molteplicitd sono esattamente

Mostrare inoltre che f possiede radici multiple se e solo se § = 0,1728. Confrontare il

presente risultato con i possibili birapporti di una quaterna non ordinata di punti.

4. Finita generazione dell’algebra dei covarianti

Abbiamo visto che in generale una sottoalgebra di Klay, ....a,,] non & finitamente gene-

rata, in guesta sezione mostreremo che algebra dei covarianti & finitamente generata.
Per fare ¢id abbiamo bisogno di caratterizzare i covarianti su V, come soluzioni di
certe equazioni differenziali,

Lemma 4.1. Il gruppe GL(2,K)} ¢ generato dalle matrici diagoneli e dalle matrici
triangolart avenii 1 sulle diagonale.

Dim. Basta osservare che

1 5 11 1 © -1 0 _ [0 1
-1 1/\0 /-1 1 o 1) \1 o)
e ricordarsi che GL{2} ® generato dalle matrici triangolari inferiori & dalla matrice che

rappresenta Vinversione. ]

Per ogni ¢ € K definiamo

h{i)m(g f;) d(t):(ij ?) 5(5):6 i)

{naturalmente A{t) viene definita solo per £ # 0)

Proposizione 4.2. Sia P € Klag, ....,an] omogenee di grado d ed isobaro di peso
;Emi. Allora P & un covariante se e solo se P8 = P38 = P per ogni t € K.

E)-im. Le condizioni sul grado e sul peso equivaigone alla covarianza di P rispetto al
sottogruppo delle matrici diagenali. s
Studiamo adesso l'invarianza rispetto alle matrici triangolari inferiori d(f) (trasla-
zioni), per rguelle superiori basterh scambiare Tg con T3 € Q; CON Gn.;.

Si noti che (P + Q)48 = Pt 4 Qdlt} | (pdit)yals) - paltdsy

Sia Sy lo spazio vettoriale dei polinomi omogenei di grado d in ag, ..., a., S osserva
facilmente che Sy & stabile per l'azione di GL(2,K), in particolare esiste una appli-

cazione polinomiale
RKx 8¢ — Sy, (t,P)— PiB
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B possibile interpretare ¢ come una indeterminata e quindi P** € Klaqg, .., an, ],

PHY = P e si pud scrivere lo sviluppo di Taylor rispetto a ¢

1
Pd“) = P+ f,Pr e é—tgP” + e _c'i"?-tdpm)

| a .
dove P € Sy e Pl = é"fpltgé

Lemma 4.3. Nelle notazioni precedenti PHY = P per ogni ¢t € K se e solo se
P=4.

Dim. Una tmplicazione & ovvia, si assuma P’ = 8, per ognl ¢ € K vale

1 .
Pd(c+t} e {Pd{t)}d(c) — Pd(c:) + _Z_(P!J)d{cjiZ o

Dunque %P‘ig = e siccome ¢ & arbitrario ne segue che P*! non dipende da ¢.03

Siccome Plag, ..., an) = Plaf,..,a8) ¢

—1
af(” = g + (T!.) (Z n})(n——’i-}‘l)t&iﬂl + .
i -

Si ha dunque a} = i,y € per la regola di derivazione della funzione composta

™ ke

or apP

’ 1 .

= E —fly == 2 T ]

P : aai 1 : * ldai
i==0 1m0

La precedente relazione si pud scrivere come P’ = DP dove I} & 'operatore differen-

ziale lineare del primo ordine

D=Y w1
= ;.1
; T Ba,
=0
Scambiando g con 21 e a; con a,_; Voperatore I si trasforma neil’operatore

i ] - K]
A= Z Thn—itl m = Z(TE - ‘E)az_"—l‘a—(—:;
=0 3:=0

Scriviamo Sg = 9S4, dove Sy m & il sottospazio vetteriale dei polinomi isobari di
peso m. Sinoti che Sy, # 0 seesolose 0 < m < nd e che DSym C Sem1,
ASgm C Sgmat- £ inoltre conveniente introdurre un operatore H:S54m = Sim,
HP = (nd — 2m)P. Si estende poi per linearitd H,D,A ad operatori definiti su
Klag, ..., an]. st verifica facilmente che H,D,A sono K-derivazioni e per i risultati
precedenti un polinomio P appartiene all’algebra dei covarianti se e solo se HP =

DP =AP =0,



40 MARCO MANETTI

Lemma 4.4, Valgono le seguenti regole di commutazione:
1) DA =DA -~ AD = H.
2) [H,D}=121D.
3) [H, Al = —24.

{Hm. Dimostriame solo 1), la dimostrazione di 2) e 3) & simile ed & lasciata per
B3ETCIZIO
Essendo [D, A] ed H derivazioni basta verificare la relazione sui generatori g, in tal

£aso vale
[D. Algy = D{n—ija —~ Mgy = I+ (-1 ~iln~i+1))a; = (n—2i)a; = Ha,.

1
Nota: La maggior parte dei lettori avra riconosciuto in 4.4 le regole di commutazione
del’algebra di Lie s{(2) [Hul.

Sullo spazio degli operatori differenziall lineari agisce operatore 1" di inversicne
geometrica oy —+ D1, 4; = Gn.q, S osserva facilmente che TD = A, TA = D
TH =-H.

Siano D*: S5y = Sgm—n, A% Sym = Stmaer le iterate di D e A

b

Lemma 4.5. Per ogni & > 0 wvale
1) [DF AT = DY EH + k(k~ 1))
2) [D, A% = A THEH — k1))

Dim. Basta dimostrare 1}, il punto 2} segue da 1) applicando l'inversione geometrica
T, Be k=1 zigroviamo esattamente i lemma 4.4. Usando induzione su & e la regola
di Leibnitz per la derivata di Lie

[AB.Cl= A[B,Cl+[{4.CIB
st oitiene
[D**1,A] = D(D, A} + [D*, A]D =

= DVH + DF " kH + k(k - 1))D = D*((k + 1) H + {k+ 1)k).

Siamo adesso in grado di dimostrare il

Teorema 4.6. F € Sy ¢ covarionte se e solo se soddisfa due delle seguenti tre
condizioni:
1) HP =0.
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2) DP =0.
3) AP =10.

Dim. Basta dimostrare che due condizioni implicano la terza.

2)-+3) =2 1) segue subito da [D,A] = H.

1)+2}=> 3). Siccome HP =0 F & isobaro di peso m = %’na’, dato che Sy me: =0
se 4 > m esiste un intero k > 0 tale che AP = 0 AFIP £ (. Vale allora
0= [D, AP = ATk(k ~ 1)P da cui segue k= 1.

N+3)= 2). Sia HP = AP = 0, vale quindi H{T'F) = D{TP} = { e per il punto
precedente A(T P} =10 da cut DP =0. 0

Lemma 4.7, Sia m = %nd, E>0 e Q& Sym-p tole che DQ = 0. Per ogm

1= 0, ...,k vale

(k40
(k—1i)V

Si noti che netla formula non appare il peso.

DA = Q

Dim. Induzione su 7, per ¢ = 0 non ¢t nulla da dimostrare.

i by o DL i T B e _
D u‘b@w{k_i)!mf Q—'(kmi)fﬁk ({k—H —(k=){k—i-1)Q
(k+2), i1 _ e Akt ) i
:(k“i)!(.&—z}-&k Yind=2{m—k))~{k-3 1)}Qw(k~i)!{k Dk+i+ DA

]

Proposizione 4.8, Signo @, P, ..., P forme coverianti su V, di peso q,my. ..., m-
e siano Ap, ., A € Rlag, oy ttn] feli che Q =3 4P

Esistono allora covarianti By,..., B, di peso g~ my,....q—m, talt che @ =3 B F;.
Dim, Non & restrittivo supporre gli A; omogene: ed isobari di peso g — my, ciog
HA; =0 per ogni 1.

Usando induzione su r basta dimostrare che si pud trovare una espressione del tipo
@ = Y B;P con By covarlante, fatto questo st sostituisce ¢ con @ — ByFy. Dhe
mostriamo che tale espressione esiste per induzione sul minimo intero k tale che
DF* 4, =0, se k= allora A, & un covariante e non ¢’2 nulla da dimostrare.

Se k>0 sia R = D4, per il lernma 4.7 vale

ok 3 H ks
DFARR = (2K} R DF(A; ~ mﬁka&) =0

Fssendo (, P; covarianti, per ta regola di Leibnitz vale

0=AFDFY AP = (AFDFA)P,



42 MARCO MANETTI

e quindi
Q= Z - -—,_\‘ka AP,

Si pud adesso applicare Vipotesi induttiva su k e trovare una espressione con Ay
covariante. 3

Possiamo adesso dimostrare i teorema principale della sezione

Teorema 4.9.(Gordan 1868) L'algebra dei covarianti su V,, ¢ finitamente generata
su K.

Nota. La dimostrazione originale di Gordan e le semplificazioni dei contemporanei
erano basate sul metodo simbolico e sulla rappresentazione dei covarianti come fun-
zioni simmetriche detle differenze delle radici (cf. [Hilb],[K-R]}. Di tali dimostrazioni
sopravvive oggi un fondamentale lemma sulla geometria dei coni poliedrali {vedi eser-
cizl).

La dimostrazione che presentiamo si deve sostanzialmente a David Hilbert e i hasa
sul seguente risultato la cui dimostrazione verrd data nel prossimo paragrafo.

Teorema 4.10.{Della base di Hilbert, 1890) Ogni ideale di K[aq, ., 8] & finitamente
generato.

Dimostrazione di 4.9. Sia I C Kag,...,a,] I'ideale generato dai covarianti di peso
positivo, per il teorema della base di Hilbert I & generato da un numero finite P, ..., P.
di covarianti.

Sia ¢ un covariante di peso ¢, dimostriatno per induzione su ¢ che si pud scrivere Q
come un polinomio nei £ a coeflicienti in K. Se ¢ < 0 allora @ & una costante. Se
g > U allora ¢ € I ed esistono Ay,..., 4, € Klag, ...,a,] tali che @ = STAP. Per
la proposizione 4.8 si pud serivere @ =y B; P, dove ogni B; & un covariante di peso
< ¢ e quindi un polivomio nei B 0
Sia s,(d,m) la dimensione di 5; ., e sia w,(d, m) la dimensione dello spazio vetioriale
dei covarianti di peso m e grado d

Teorema 4.11. Vale

snldym) ~ sp{d,m — 1) se 2m = nd,

wp {d, m) = {
0 altrimenti

Dim. Basta dimostrare che se 2m = nd allora D: Sam =+ Sim-1 & surgettiva. Dimo-
striamo per induzione decrescente su & che D, Sa,m =* Sg.m—t € surgettiva per ogni
k> 0. Se k > m il risultato & banale. Un semplice ragionamento di algebra lineare
mostra che D¥ & surgettiva se;

1) DAL & surgettiva.

[NTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA ALGEBRICA . 43

2) P'immagine di D* contiene il nucleo di D:Simes = Sam—k—1. La 1} & vera per

induzione mentre la 2) segue immediatamente dal lemma 4.7, |

Corollario 4.12. Sia 2m = nd, allora wy{d,m) & il coefficiente di 2™ nello sviluppo

d 1 - 4y
w-a [

in serie di

Dim. Sia
vale allora

e basta quindi dimostrare che per ogni A > 0 vale cx = s,(d, h).

Sia v o N
e =TT w0 =T b
i=0 k=0 i=0
£ chiaro che ¢{z,y) = Ty, sn{d, m)y®z™, infatti ii coefficiente di =y nello svi-

luppo di ¢ coincide con il numero dei multiindici (do, wyin) di grado d e peso m. Si

ha

&) n+1
-zt ly - 2" )bz, z
-yt =l g5 B o 1_” = {1 - 2""y)o(z, 79)
121 i=1
Da tale equagione ne segue che, scrivendo #(z = Y Gi{a)y', vale Go= 1 e

-3 Gia)y' =(1-2"My) 3 Gilz)z

ed eguagliando i coefficienti di y*

: (]
Gi b G1_1 = GiIEl - Gi_iz’
per induzione si deduce quindi che

(1 a:”“')Gi . H (1~ 2™

Gilz) = "5 TS

F=1
I particolare Ga{r) = }:chx e la dimostrazione & conclusa. il

- N - .
Nei prossimi esempi useremo la seguente notazione: se f(z) = ¥ a;z' & una serie di

potenze denoteremo {f{z)}, = a:.
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Esempio 4.13. Applichiamo il corollario 4.12 per calcolare wy (d, 2d)
d {1 — ,L.4+i)
wdmmnz{m—z)numm;_n} -
224

{1—27)

fmz]

_ {(1 . $d+1}{1 _ xd+2}(1 _ :Ed+3)(1 — 5,;d+4)
(1—22)(1 ~ 23)(1 — z) }ﬁd

Possiamo manipolare la formula togliendo termini che non influenzano il coefficiente
s o2d
di 79,

— g+l pddd _ pd43 _ did

1
W4{(1,2d) - { (1_$2)(1m$3)(1_34) }3;2.1

wa(d. 2d) = 1 N {l+r+z2+ 28
ws{d, 2d) {(1~x2)(i—-r3}(1-x4)}32d {(1—3:2}(1-$3)(13i—)3:4)}zd

dove abbiamo usato Povvio fatto che {@%¢(z)},0 = {d{x)} 6-a. Siccome 1 — 2 =

(1 —2)(1+z+2*+2% siha

1 x
(1—==z2){1 -~ 23)(1 — %) }zzd - { (1—x2)(1 =23l —2x) }md

wy{d, 2d) = {

wy(d, = ! - o
420 = T~ s

| ~ 1+ 3% g2
w4(d,2d} = {(1 . EB){}_ —_ 54)(1 - 3‘6}} 24

Siccome nello sviluppe del denominatore compaiono solo potenze pari di z si pud
togliere z% dal numeratore e si ottiene la formula finale

, 1
’UJ4(€£, Zd) = {W}xzd = {(G’.,b) = NQ'MG + 6b = Qd}

Ricordiamo che i covarianti g§g% sono linearmente indipendenti e dalla formula prece-
dente segue che quelli di grado d sono esattamente wqy(d, 2d}, quindi g, g3 generano
Palgebra del covarianti di V.

ESERCIZIO 12: Sia n=2d e sia QG = @i, 0 <4, § < d, mostrare che P == det{a;;) &

un covariants non banale s Vi, {Sugg. provare direttamente che P’ = 4).

ESgRrCizIo 13: Sia n=4d esia ay = (j — t)airi-1, 0 < 4,5 < 2d+ 1, mostrare che lo

Pfaffiano di a:; & un covariante non banale su V,, {Sugg. vedi esercizio precedente}.

Proposizione 4.14. Siano Q € Klag, ..., 8,), fi, 00 fs € Vi, €1,y ce € K tali che
QA = Q) = c; per ogni A € SL(2,K), 1=1,..,5.

Esiste allora un SL-invariante P tole che P(f) =¢; perognii=1,..,s.
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Dim. Sla Q = 5. O dove HQ; = 1Q;, si verifica facilmente che QMY = T #Q; e
quindi per ogni 4 € SL{2, K fissato vale

QMOLAL) = EQuAS) = ¢

da cui ne segue che Qu(Af,) = ¢; e si pud dunque supporre € = G, HQ=10.
Dalla definizione di D e A st ha per ogni P € Klag, ..., an}, f €1,

g
DP(f) =2 PO SPG)= g PO

da cui st deduce che DQ(f) = 9, AQ(f:) =0 e per induzione su & ARDPQUR) = 0.
Sia k il pid piccolo intere positivo tale che DR = () posto Q= Q- E%)—i&k Pr*Q,
vale DH(Q) =0 e Q(Af) = ¢;. La dimostrazione si conclude con la solita induzione
decrescente su k. 0
Esgreizio 14: S provi che ogni fattore irriducibile di un covariante & tovariante.

ESERCIZIO 135: Sia f(z,y) una forma binaria di grade n su C. Provare che f =

(ax & by)"* se e solo se il determinante Hessiano di J & nullo.

5. Anelli Noetheriani

In questa sezione dimostreremo il teorema della base di Hilbert. Per future ap-
plicazioni & conveniente inguadrare il teorema in un ambito pilt astratio di quelle
considerato precedentemente.

Definizione 5.1, Un anello in cui ogni ideale & finitamente generato si dice Noethe-

riano.

Lemma 5.2. Per un anello 4 le seguenti condizioni sono equivalenti:
1) A é Noetheriana,
2} Qgni catena ascendente di ideali in A ¢ stazionaria.

3) Ogni famiglia di ideali di A contiene un elemento rnaasimale,

Dim. 1) = 2). Sia I,, v € V una catena ascendente di ideali e sia [ = Jl, . Lideale
I & finitamente generato diciamo da ay,...,0n; se a; € [, allora detto w il massimo
di vy,.,0, sihache IC T, C L, CIperognivzwe quindi la catena & stazionaria.
2)=»3). Applicazione standard del lemma di Zorn, 1 dettagli sono lasciati per esercizio
al lettore.

3)=>1). Sia I un ideale e sia J C I un elemento massimale della famiglia degli ideali
finitamente generati contenuti in I, dimostriamo che J = I. Sia a € I allora l'ideale
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J +{e) C I & ancora finitamente generato e per la massimalita di J si deve avere
a & J. 8!

Emmy Noether (figlia di Max) @ stata la prima a introdurre nel 1923 la nozione di
catena ascendente di ideali ed a studiare la classe degli anelli, oggl chiamati in suo
onore, Noetheriani.

I campi e gli anelli ad ideali principali sono tutti Noetheriani,

Teorema 5.3.(Delia base di Hilbert) Se A ¢ Noetheriano allora anche Alz] é Noe-

theriano.

Dhm. Dato un polinomio f € Alz] di grade » > 0 chiameremo cosfficiente direttore di
[ il coefficiente di 2" in f, & ovvio che f,zf, z?f,... hanno tutti lo stesso coefficiente
direttore.

Sia I C Alz] un ideale e per ogni m > 0 sia J,, C A Finsieme dei coefficienti
direttori dei polinomi di grado m. Si osserva immediatamente che Jm & un ideale ¢
che Ji, C Juyq perogni m. Per ipotesi A & Noetheriano, dunque gli ideali J,, sonc
tutti finitamente generati e la catena {Jin} ® stazionaria.

Sia ¥ > 0 tale che J,, = Jy perogni m > N e per ogni ¢ = 0,...,N sfano
f{,...,f}f € I polinomi di grado i i cui coefficienti direttort generano J;. Sia H < [
I'ideale generato dal polinomi f;, 1= 0,., IV, e proviamo che H = 7. Sia infatt fel
e scriviamo f = i+ g con h € H e g di grado minimo e si assuma per assurdo g # 0.
Sia r = min(deg(g), V), il coefficiente direttore di ¢ appartiene a J» e quindi esistone
1505 € A tali che, detto s = deg(g) - r, il polinomio g — lay fT — ... =~ a; fi)z® ha
grado minore del grado di g. Dato che 3" a,f7 € H l'assurdo & servito. &

E lecito chiedersi se vale anche il viceversa del teorema, la risposta & si come si vede

dalla seguente
Proposizione 5.4. Sia A un anello Noetheriano e I un ideale. Allora Vanello
quoziente A/l ¢ Noetheriano.

Dim. Sia m 4 — A/T la proiezione al quoziente, una catena ascendente di ideali

{Ju} C A/I & stazionaria se e solo se la catena {7~! {(J2)} C 4 @ stazionaria. 0

Corollario 5.3. Per ogni caompe K e per ogni ideale I C K[z, ...,zn] Uanello
Klri, .., 2,]/T & Noetheriano.

Dim. Evidente. ]

ESERCIZIO 16: Sia A4 un ansllo Neetheriano » £ C A un sottpinsieme. Provare che

esiste un sottoinsieme finito Eo C E tale che [B) = (Fy).

ESERCIZIO 17: Sia A un anello Noetheriano e f: 4 — A un endomorfismo surgettivo

<i anelli. Provare che [ & un isomerfismo.
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Esercizio 18: (Moduli Noetheriani)
Un modulo st dice Noetherianoe se ogni suo settomodulo @ finitamente generate. 51 provi:
1} 8ia M un modulo & N C M un sottomodulo; M & Noetheriano se ¢ solo se IV e
M/N sono Nosetheriani.
2) Se M, N sono Noetheriani aliora M @ N & Moetherianc.
3} Se A & un aneils Noetheriano ogni 4-modulo finitamente generato & Noetheriano.

{Sugg. ogni modulo finitamente generato & quoziente di un modulo libero di rango finito},

6. Esercizt complementari

ESERCIZIO 19: Classificare {in caratteristica 0) i polinomi f di grado n tali che
aff' = (=1

Esercizio 20:  (#) Una applicazione olomorfa fra due varietd complesse 1 X — ¥V

si dice una immersione chiusa se & propria, iniettiva ed ha differenziale iniettive in ogni
pumnto.
Siano fa, fr, f2 € Cleo, 71} omogenet di grado 3 senza zeri comuni, si provi che I'applica-
gone f:PE— PE, fllzo,5:]) = [folzo,21), fr{ze, 21); fo{o, m1 ] non & una immersione
chiusa (Sugg. usare 1.1}

ESBRCIZIO 21: {##) Sia K un campe di caratteristica # 2 ¢ A4 C Klzg, . 2,] la
sottozigebra delle funzioni invariantl per U'azione del gruppo alterno Aanyy. Provare che

A & generata dalle funzioni simmetriche elementari e dal determinanse della matrice di

Vandermonde.

{Sugg. Per ogni a > § scriviamo

1 t 1 [
F 1
‘7"3 H m‘;-{-l ;tf.:*" {
+2 -2 o+ ;
zq Ty . & = Po{xa, o @n ) — Daoloy o 2n)
b a+n a4
i Ty e Ty

dove P, e D, indicanc le somme dei termini presenti nello sviluppo del determinante,
relativi alle permutazioni di segnatura pari e dispari rispettivamente. Provare dapprima
che A 2 generata dalle funzioni simmetriche e dalle funzionl D, 2> 0.)

LSERCIZIO 22: Determinare un insieme di generatori della sottoalgebra di Qlzo, .., za]

delle funzioni invarianti per 1'azione del gruppo trirettangolo.
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EsErcizio 23: Un modo alternativo per dimostrare che ogni covariante plao, ..., aq) di
grade d su Vi si pud scrivere come polinomio in ga, ga 2 il seguente:
i) Se d & dispari allora p{z® — ) = 0.
it) Se d = 2A, a meno di sostituire p con p — cg? per un opbsrtuna costante ¢ si pud
supporre pl{z® — z) = 0.
iii} Se p(z® — z) = 0 allora ga divide p.
(Sugg. Siccome —4gy = daj ~ haas - hg, con he,hs € Klag, a1, as, a4}, per la divisione
euclidea si pud scrivere p = gga+7 con r di grado < 2 rispetto alla variabile as. Immergere

K in una chiusura algebrica e provare che (g§ - 27g3)(h} - 27hD)r = 0).

ESERCIZIO 24: (*) Mestrare che

i 3 I
wa(d, d r{mm—} . ws(d, 2d :{-__-—}
(b d) = oo [, Wl A=z9J,a

(Sugg. vedi {Hilb}}

ESERCIZIO 25 Caratterizzare s.(d,m) come il numero di sottotabelie § di una tabella
rettangolare n x d tali che:

a} S contiene m elementi.

b) Se (i,7) € 5 allora (k1) € & perogni h<i, <],
Dedurne la legge di reciprocitd di Hermite s.(d,m) = sa(n,m), wn{d, m) = weln,m).
Nota: Una sottotabella S definita come sopra viene detta anche Diagramma di Young.
ESERCIZIO 26: Dimostrare la legge di reciprocitd di Hermite utilizzando il corollario
4.12.

ESErCizIo 27: (Il lemma di Gordan)
Un sottoinsierne ¢ ¢ R™ si dice un cono se 0 € £ e se per ogni numero reale { > 0,
tC' = €. Sidenoti z-y il prodotto scalare usuale in R™. Un cono ¢ si dice poliedrale se
esiste un insieme finito di vettori y1, ...,y tali che O = {zle-y > 0Vi =1, .»7}. Un cono
si dice poliedrale razionale se in aggiunta i vetiorl y: possone essere scelti a coordinate
razionali.

Dato un cono €' st definisce i} cono duale
CY={zeRMey>0vyeC)

Dimostrare:

i} C' cono, allora €Y & chiuso e convesso,

it) {Hahn-Banach) Se C & un cone chiuse e convesso allora ' = CVY,

iii} Sia C cono polledrale razionale, allora €V & poliedrale razionale.

tv) Dato un cono C sta K{C) ¢ Kz, 27, ..., m, 77 '] la sottoalgebra generata dai monomi

', I e CNZ". Se C & poliedrale razionale aliora K{C] & finitamente generata.
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ESERCIZIO 28: Una forma binaria f si dice:
instabile se P(f} = 0 per ogni covariante F di grado positivo. {il termine instabile
& recente, iz denominazione precedente era nullform).
seristabile se non & instabile.
stabile se & semistabile e se {4 € SL(2,K)]Af = f} & un sottogruppo finito.
Si dianc esempi di forme stabili, instabili e semistabili nonstabili. Si classifichi inoltre le
forma di grado < 4 secondo le precedenti definizioni. {si noti che la proposizione 4.14 cade
a fagiolo nello studio della instabilitd di forme bhinarie)
EsSERCIZIO 29: (I Cumulanti).
Sia [K algebricamente chiuso di caratteristica 0 e sia V lo spazio afline dei polinomi monici
di grado n neila variabile z.
Dato f =[]l (@~ X)=2" ~0:2"" " + ..+ (—1)"0, si definisce per ogni k > 0

PE=E

T
1 & 1
Sp = o— E Af = 8klo1, e On ), sp = 1,81 = ~a;
n n

=}

k

i ck% = log(i Sk%

ke k=0

-

Si provi che per ogni k > 2, ¢x(01,...,0.) & un covariante per l'azione naturale su V' del
gruppo delle affinita di K in sé.

ESERCIZIQ 30: Provare che non esistonc covariantt di grado 3 su Vi,

ESERCIZIC 31: Siano f,g € V2 forme binarie di grado 2 senza zeri comuni e sia
J = fige — fag: € Vo il loro Jacobiano. Provare che le radici di fJ € Vi formano una
giuaterna armonica. '

ESERCIZIO 32: Sia A4 unanelloe V la famiglia deglt ideali di 4 che non sono finitamente
generati. Se V # 8, i.e. se A non & Nostheriano, allora V' contiene elementi massimali
rispetto all’inclusione. Inoltre ! massimali di V' sono ideali primi. (Sugg. Se [ & un ideale,
zy €1 e JC I unideale tale che T+ {z} = J+ () vale I = J + (] : (2)})

ESERCIZIO 33: Sia 4 un anello Noetheriano che contiene (J come subanello e sia @
un gruppo finito di automorfismi di A. Provare che 'anello degli invarianti 4% ¢ 4 2
Noetheriano. {Sugg. Operatore di media),

EseRrCIZio 34:  Sia 4 un anello locale Noetheriano con ideale massimale m. Se
m™ = m™** per qualche intero n > 0 allora m™ = 0.

Esercizio 35: (Metodeo di Hermite per l'integrazione deile funzioni razionali)

Stano o1, ..,a- € K e ay,...,a. interi positivi. Per ogni p{t) € K[t} la funzione razionale
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si scrive in modo unico come somma di un pelinomio e di una combinazione lineare deile
funzioni razionad 1/{f — oV, i=1,...r, 1 <ji<a.

(Sugg. Sia d =} a;, f(t) = [T(¢ —)"i, provare che le m funzioni razionali 1/(t — o)’
sono linearmente indipendenti in K{#) e generano il sottospazio delle funzioni razionali

g/ F con g polinomio di grado < m.}

ESERCIZIC 36: (+) K campo di caratteristica 0. Dati n+1 polinomi fa, ..., fu € Kz

sia W e Kiz] il relativo determinante Wronskiano,

ap

W = ;
azt

t.i=0..,n

Provare che 1 o 0 se e solo se fo, ..., fu sono linearmente dipendenti in K[z]. (Sugg. Se
i polinomi sono linearmente indipendenti e d; & il grado di J; non & restrittivo assumere

do < dy < ... < dn: provare che la derivata (do + ... + d.)-esima di W @ diversa da 0,

[11. Teoria elementare dell’eliminazione

Nello studio delie soluzioni di un sistema di equazicni algebriche
filzg,nze) =0 i=1,.,m fi€ K, o,

¢ naturale cercare di manipolare algebricamente il sistema in modo da ottenere nuove
equazioni di pit facile comprensione, un caso tipico € il metodo di riduzione a forma.
triangolare dei sistemi di equazioni lineari.

E generalmente utile considerare, insieme alle equazioni f; = 0, delle equazioni ;=
2 hyifi = 0 tali che nei polinomi ¢; alcune delle variabili z4,.., 7, non compaiono.
Le ricette per esplicitare, se esistono, i polinomi g; nei quali alcune variabili sono
state eliminate fanno parte della teoria dell’eliminazione.

Pitt precisamente la teoria deil’eliminazione si occupa del seguente problema:

Dato un anelle 4 ed un ideale T C A4lry,..,z,] determinare elementi non banali
ImnA=I-.

Lo strumento fondameniale della teoria dell’eliminazione & il risultante con il quale si
riesce & dare una risposta pilt che soddisfacente al problema precedente nel caso in cul
n=1el &generato da due elementi. I risultante sard incltre lo strumento tecnico

pitt usato nel resto di gueste note.

1. 1l risultante di due polinomi

Sia A un anello e m,n due interi positivi fissati. Indichiamo con M < Alzi il
sottomodulo libero dei polinomi di grado < n+m — 1. Ogni elemento p € M si pud
rappresentaze come un vettore riga p = (Ug, -y Gnam—1) 8¢ P = . az™ T,

Datt po, - Pram—1 € M, pi = {810, -+ Cimn+m-1) & possibile considerare la matrice
A = (05;) ed il suo determinante J{pg, ..., Pngm-1) = det A,
Siano A’ i vei;t_ori colonna della matrice A, st ha

Po

P T{l = Abgprtmel g Algndm=2 L Al

Prim-1
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Siccome il determinante J non cambia se lo si calcola in Alz] anziché in A4 si pud
scrivere
J = det{A, LA = det (A, L, A2 Py

Lo sviluppo di Laplace rispetto all’uitima colonna ¢l da la seguente

Proposizione 1.1. Esistons ¢y, ..., Copm—1 € A fali che
T(Poy s Prgm—1) = CoPo + oo + Crpoon 1 Prsm—1
Si consideri adesso due polinomi f, g € Alx]
o) = agz™ + a15™" 4+ L+ ap, g{x) = byx™ + byz™ b+ b,
e si definisce il risultante {n,m)-esimo di fe g
Roml(fg) = J(&™ " fa™ 0, f2™ g, )

Il risultante R{f,g) di f e g & per definizione il risuliante {n, m}-esimo in cul n =
deg{f}, m = deg{g).

Ir altri termind By, o {f, g) = det Syn m(f, g) dove Syn n(f g) & la matrice quadrata
di ordine n+m

ag @&y ... - . . . (1399 \
ey ... - e © o dp
ag @y Q3 ... - . S Y
3)0 371 . : E’),n
X by ... - - b,
St (fog) = . : . c {1.2)
b() b} bg . f)m
b by ... - by,
bU ‘. - ! bm
E)g bl f)g PN bm

Proposizione 1.3, Vale:
a) Rum(fig) ={-1)""Rmnlg.f).
b} Se bg = 0 allora Ry m(f,9) = aoRnm-1(f0).
) R{z". g) = g{0)".
d) Si assuma n > m e sic b un pelinomio di grado < n —m, allorg

Rn,rﬂ{f)g) = Rn,m(f+ hg?g)‘
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e) R{zf,g)=g{O)R(f, ), Rusm(af, bg) = a™b"Rn r{f,g) per ogni a,b € A.

f) Esistono F,G € Alz] polinomi di grado < n — 1, < m —~ 1 rispettivamente tali
che Ram(f,0) = Gf + Fg, in particolare B{f,g) appartiene all’ideale generaio
do f eg.

g) Se f & monico di grado n e a;; & la matrice quadrata di ordine n a coefficienti
in A tele che

A1

sg=hf+ Y ayr’,  hedlsl,  i=0,..,n-1
=0

atlora R{f.¢) = det(a;;). In particolare per f monico fissato il risultante R{f,g)
dipende solo dalla classe di g in Alz]/(f).

Dim. a), b), ¢), d) ed e) seguono da 1.2 e dalle proprietd elementari del determinante
mentre f} & una conseguenza immediata della proposizione 1.1 :

Per il punto g) basta osservare che se m & il grado di g allora ogni polinomio h;f &
una combinazione lineare a coefficienti in 4 di f,zf,..,2™ ' f. E dunque possibile
sommare ad ogruna delle ultime n righe della matrice Sy, (S, g) dei multipli delle
prime m righe in moda tale che diventi una matrice della forma

T x
0 (1,1‘?;
con T matrice triangolare superiore di ordine m con i coefficienti della diagonale tutti

uguali a 1. O

La matrice Syn..(f,g) si dice matrice di Sylvester della coppia (f,g) e 'espressione
del risultante come determinante di Sy, m(f,g) viene detta formula di Sylvester.

Tt risultante & chiaramente funtoriale in A, pitt precisamente se ¢: 4 — B & un omo-
motfismo di anelli, ¢ si estende in modo ovvio ad un omomorfismo ¢: Afz] = Blz]

tale che ¢(z) = z ¢ vale R(¢{f),d{g)) = ¢(R(f,9)).

Proposizione 1.4. (invarianza per traslazione) Per ogni a € A wvale R(f({z —
a}, glz — a)) = R(f(z),9{z)).

Dim, Sia My < Alz] il modulo dei polinomi di grado £ d—1, My possiede una base
canonica 1,,...,2%7 ! ed il risultante & esattamente il determinante dell’applicazione
Man @M, = Muym (pg) = fp+ gg calcolato rispetto alle basi canoniche.

Basta quindi osservare che l'isomorfismo di trastazione T,: Alz] — Alz], T.(z) = z—a,
T.(h) = b se b € A preserva i sottomoduli My e su ciascuno di essi si rappresenta con

una matrice triangolare con tutti 1 sulla diagonale ed ha quindi determinante 1. O
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Corollario 1.5. Se f = ag [T, {z - &) allora R, (7, g} =aF [T, gla;) e quindi
se g=bo [1" (z~ B) vale N

Rorel£,9) = agts T T o ~ )

=1 i1

In particelare valgone le relazioni di hilinearits
Rnﬁz—n’,m(ff!v ) :Rn,m(f: Q’)Rn"m{f': g}: Rn,m+m’ {f 99") an,-m(fa Q)Rn;m’(fa gf}-

Lm. Per la proposizione 1.3 non & restrittivo supporre eg = 1, dimostriamo che vale
_— n 3 3

fom{fig) = aft [T 9{ay) per induzione su n; se n = 0 non o’ nulla da dimostrare

. P o e ’

sia n >0 e scriviamo f = {z — o) f’ per la proposizione precedente

Ramlfig) = Heml(z— Cl{l)ff(.l'), g{z)) = Rn,m(rf!(z + o), gz + o))

e per 1.3 st ha dunque

Reonlf,9) = gla) By (f'(2 4 1), 92 + 01)) = gl Re1m (' (2}, 2(2))

Le relazioni di bilinearitd sono chiaramente funtoriali, si pud quindi assumere senza
perdita di generalita che 4 = Z[a;,al,b;] dove a;,al,b; sono indeterminate che rap-
presentanc i coefficienti di f, f' e 5. Dunque non & restrittivo assumere A dominic
di integritd. Basta adesso immergere 4 in una chiusura algebrica del suo campo delle
‘f‘ramom per avere la completa riducibilita di £, ', g, e quindi la dimostrazione della bi-
linearitd come conseguenza immediata delia rapprentazione di R come funzione della
differenza delle radici. N

Corollaric 1.6, Sia A un dominio o fattorizzazione unice, f.g € Alz], allora f e g

possiedono un fatiore comune di grado positive se e solo se R(f.g)=0

Dim. Sia K la chivsura algebrica del campo delle frazions di A, & allora ben noto
che f e g hanno un fattore comune di grado positivo se e solo se hanno una radice
comune in K, Ia tesi segue immediatamente da 1.5. 1

Essrerzio 10 Sidia una dimostrazione alternativa di 1.6 che utilizzi il punto 1.3.6),

Esegrc1zio 2:  Siano Hz,y)g9(z,y) polinomi omogenei non nulli 5 coefRcienti in un
campo K di gradi rispettivi n,m. Provare che f e g hanne un fatiere comune se ¢ solo
se Room{flz, 1,9(z, 1)) = 0.

Mostrare inoltre che per ogni A € SL(2,K} R, . (Af, Ag) = Rem(fg)-

EsErcizio 3: Sia 4 dominio a fattorizzazione unica, [.g € Alz] polinomi di grado
7, ™ rispettivamente; mostrare che f e g hanno un fattore comune di gradeo > k > 0
— ¥

k < n,m se e solo se la matri k-l k-l
< n, matrice (z foon fim 8- §) non ha rango massimo.

(1]
ot

INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA ALGEBRICA

ESERCIZIC 4: (k-risultanti)

Sia A un dominio a fattorizzazione unica e f,g € Ajz] di grado n,m rispettivamente.
Per ogni k > 0 si definisce il k-risultante Ri(f, g} come ii determinante della matrice
quadrata di ordine n +m — 2k ricavata eliminando dalla matrice di Sylvester Synm(f. g}
le righe 1,2,....k,m-+1,..,m+ke le colonne 1,2, ... k,n+mn+m—1,.. n+m-k+1.
Provare che f e g hanno un fattore comune di grade > & see solose Ro(f,g) = Ru(f, g) =
.= Re(f,g) = 0. (Sugg. Induzione su k, la condizione fx(f, g) = 0 equivale all'esistenza
di due polinomi Ay, B di grado < m - k,n — k rispettivamente tali che Awf+ Pug ha
grado < k.}

FSERCIZIC 5: Calcolare esplicitamente il risultante di due polinomi di secondo grado.

Proposizione 1.7. R, ..{f,g) ¢ isobaro di peso nm.

Dim. Sia A la matrice di Sylvester (1.2}, moltiplicare a; e b; per t* equivale a eseguire
nell’ordine le seguenti operazioni:

1) moltiplicare per # la i-esima colonna di A.

2) dividere per # la i-esima riga di A se 1 < m.

3) dividere per =™ la ¢-esima riga di A se i >m.

Alla fine il determinate di A risuléa moltiplicato per ¢ dove

-1 m L
e = E g ] - E 7 = MM,
il izl =l

E]

Lemma 1.8. Sie A un dominio di integritd e 0 # P < Alz] un ideale primo tale che
PNA=0. Sia K il campo delle frazioni di A e sia P* C Klz] 'ideale generato da
P. Allora P? ¢ un ideale primo ¢ PPN Alz] = P.

Dim. Si vede facilmente che P = {5; pe P ac A—{0}}. Siassuma che glgi € P
1 G2

con p; € Alz], a; € A. Allora esiste a € A — {0} tale che apip; € P e siccome

P4 =0 deve essere p; € P oppure pp ¢ P; questo prova che P¢ & primo.

Sia q € P21 Alz], come sopra esiste a € A, a # 0 tale che ag € P equindi g & P.O

Lemma 1.9. Siano &, P ¢ Alz] come nel lemma 1.8. Per ogni g ¢ P esiste fe P
tale che R{f.g) # 9.

Dim. Per il lemma 1.8 esiste f € P irriducibile in K{z| tale che P¢ = (f} C Klz].
Essendo g € P° si ha R(f,q) # 0. N

Teorema 1.10. Sia A anello, P C Alx] idesle primo, Q=ANP e g¢ P.
Se P # Q[z] allora esiste f € P tale che R{f,g) ¢ Q.



56 MARCO MANETTY

Dim. Siccome Q2] ¢ P Vimmagine di P in (A/Q)[z} = Alz]/Q[z] & un ideale primo
che soddisfa le ipotesi del Lemma 1.9, ]

Corollario 1.11. Signo P, C P, Alz] ideali primi tali che 1 & Py e Py, contiene
un polingmio monico. Allora P, N A = Py A seesolo se P = o

Dim. Sia Q = P N A= PN A, siccome ¢ & un ideale propric Hx] non contiene
polinomi monici. Se per assurdo esistesse g € Py — P allora per #l Teorema 1.10
esisterebbe f € Py tale che R(f,5) € Q in contraddizione con il fatto che R(f, g} ¢

2. It discriminante

P{;? semplicitd espositiva consideriamo il caso in cui 4 un dominic di integrita
perfetto oppure di caratteristica sufficientemente alta, fasciando le possibili generaliz-
zazioni al lettors interessato.

Dato un poki io f{z) = agz™ 4 w1 : i
polinomio f(z) = agz™ + a1z + oot a, € Alz] ag # 0 e la sua derivata

; S R n—1 i -

formale f'(z) = nagz + o+ aney sioosserva che fa prima colonnz della matrice

di Syivester della coppia f, f' & divisibile per ag, esiste dungue unico un elemento

A(f) € A detto discriminante di f, tale che

A(f) = ;};R(f, £ = ;i—R(f’,-f).

Se A & un dominio a fattorizzazione unica, segue da 1.6 che f possiede un fattore
multiple se ¢ solo se A{f) = 0. Come conseguenza immediata di 1.7 abbiamo che
se A4 = Klag, ... a], il discriminante & un pelinomio omogenee di grado 2n - 2 ed
isobaro di pese n(n - 1),

Siccome la derivazione rispetto ad z ed i risultante commutano con le traslagioni
Tz aosihe A(f(x)) = A(f(z —a)) per ogni a € A, dai rigultati del capitolo II
segue dungue che A & un covariante. Per confrontare la definizione di A con quella
data nel capitolo 1] come funzione delle differanze delle radici scriviamo

Fewlle-a), F=awd [J@-a
=1 I W2
da cul f'{a;) = aq [Tl — ;) eper 1.5
Af)=ag "R T = a5 2 T Fla) = a2 T (o - )
=l iy

Naturalmente se fy,..., F,..1 sono le radici della derivata f' vale anche la formula

A{fy =n"ad " ] F(3)).
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) b
Esempio 2.1. f = az® + 2bz + ¢ allora - ¢ la radice di f' e sl ha A{f) =

-—é) = 4{ac - ).
43

220 f{

Esempio 2.2, f=¢% ~ pz ~ g, le radici di ' somo iv/g ¢ quindi if discriminante

vale A = 27f{\/—2§)f{——\/§} == 27q2 — épg‘
nn-~1

Esempio 2.3. Per 1.3, si ha A{z" +a) =n"a
Un possibile modo per calcolare A{f} con f monice & quello di applicare Palgoritmo
euclideo per determinare i massimo comune divisore fra f e f' e pol moltiplicare
per uno scalare in modo da avere la precedente refazione soddisfatta. Ad esempio se
fe=atber® b+ o siha 27A(f) = 4(c? + 12a) = (2¢% ~ T2ac -+ 27H%)%.
ESERCIZIO 6 Calcolare il discriminante i un binomio.
LSERCIZIC T: Sia f € Alz] digrado n, g = nf ~af'; provare che Rpoi g, f) =
RTHA).

3. 11 teorema degli zeri di Hilbert (Nullstellensatz)

Sia K un campo (infinito) fissato e A" = K" lo spazio affine su K di dimensione n.
Lanello P = K{zy, ..., ] pud essere pensato come 'algebra deile funzicni polinomiai
sau A" & valori in K, mentre ogni sottolnsieme £ C P pud essere pensato come un
insieme di equazioni algebriche nelle variabili x4, ..., s & quindi naturale considerare

il luogo di zeri di F dato da
VIEY = {{a1,...,en) € A" flay,...0.) =0Vf e E}

Dalla definizione appare chiaro che se (£} & Uideals generato da & allors E ed ()
hanno lo stesso luogo di zeri, V(E) = V{{E}), e quindl non & restrittivo considerare
esclusivarnente luoghi di zerd di ideall di P. (Il motivo della lettera V' & motivato
dall'inglese “to vanish”).
Definizione 3.1. Un sottoinsieme X di A" si dice algebrico se & del tipo V(I per
qualche ideale I C P.
Non tutti i sottoinsiemi di A" sono algebrici, ad esempio un sottoinsieme proprio di
A & algebrico se e solo se & finito.
Le seguenti proprieta sono di immediata verifica:

1) V()= A", V(P)=#§. '

2) Se I ¢ J ideali allora V{J) C V{I).

3) Per ogni ideale I, V(1) = V{(V/1).
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4} Dati 1, J ideaii V{IJ) = V(N uV(J).
53) Data una famiglia qualsiasi {Z.} di ideali V{3 I} = nV(1,).
Le proprietd 1), 4} e 5) mostrano che i sottoinsiemi algebrici di A™ sono i chiusi di
una topologia detta topologia di Zariski.
Esgnrcizio 8: Provare che la topologia di Zariski ¢ T) ma non T,

Dato un qualsiasi sottoinsieme X C A" denotiamo con X la chiusura di X nella
topologia di Zariski. Se si definisce

IX)={f€P|fla)=0 VYaeX}

si vede facilmente che V{I{X)) = X . La corrispondenza X — J{X) soddisfa inoltre
le proprieta:

gy I{#) = P, {A™") = 0.

7} Se X C Y allora I(Y) C I(X).

8) Perogni X, I{X) = JI(X), X ¢ V(I(X)).

9) Per ogni ideale J C P vale v.J C I(V{J)).
L'inclusione del punto 9) & in generale propria, ad esempio se K = R, n = 1 e
J= {2+ 1) allora V{Jy =0 e I(VIF) = P V7.

L’obiettivo di questo paragrafe & di dimostrare gli importantissimt

Teorema 3.2.(degli zeri di Hilbert, forma debole} Se K ¢ algebricamente chiuso e
JC P & un ideale, vale V{J} =8 se esolose 1 € J.

Teorema 3.3.{degli zeri di Hilbert, forma forte) Se K ¢ algebricamente chiuso allora
per ogni ideale J C P vale VJ = [{V{J)}.

Dimostrazione di 3.2. Se 1 € J & ovvio che il luogo di zeri di J & Vinsieme vuoto,
supponiamo quindi 1 € J e proviamo che V{(J} & non vucto. Si pud inolire supporre
J 0.

Se no= 1, J & principale e quindi J = {f) e V{J} & l'insieme delle radici di f.
Siccome f non & invertibile deve avere grado positivo e quindi possiede radici.

Sia n > 1 e supponiamo il teorema vero in A", Sia F € J, F + 0, non & restrittivo
supporre &' polinomio monico rispetto a z,; sia infatti m > O il grado di F e F,, la
componente omogenea di grado m di F. Essendo K infinito esistono b;,..4,_, € K
tali che F, (b, ..., 0,.1,1} # 0, a meno di effettuare il cambio lineare di coordinate
Ty = Ly, T =+ T, — b7, ed eventualmente moltiplicando F' per uno scalare si pud
supporre b; = {0 per ogni ¢ ¢ F,.{(0,...,0,1) = 1, In queste condizioni si ha

"
Froe g 4 Z Rilty o Tna1)ay ™

=l
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Assutniamo quindi F' polinomio monico rispetto alla variabile x, e si consideri 'ideale
J¢ = JNKiz:, ..., z,-1], per Uipotesi induttiva V(J°) # §, detta quindi m: A™ ~ A™1
la projezione sulle prime n ~ 1 coordinate & sufficiente dimostrare che n(V(J)) =
V{Je).

Se (a3, ..., G} € V{J) allora f{a;,...,0.} = 0 perognl f € J° e quindi {ay,..,0,.1) €
vi{Je).

Viceversa si consideri un punto (ay, ..., qn-1} € V{J%) esia M C P l'ideale gene-
rato da Iy ~ 4y, ., Tpey =~ Gpo1. Siccome VI + M) = V()N V(M) C V(M) =
7~ Hay, .. a,-1} basta dimostrare che V{J + M) & non vuoto.

Mostriamo per prima cosa che 1 ¢ J+ M sia infatti per assurdo 1 = f+3 (z~ai)g

per qualche f € J. g; € P; allora flay, ..., @n.1. 0} = 1 per ogni 7 € K e quindi se
f(xi'l "','In-—-lat) = zfi(fl: -”)gjnAl}il

deve essere folay,...,ap—1)=1¢ fi{ay,,as-1) =0 perogni i > 0.

Si consideri adesso il risuitante R = R(F, f) € J° calcolato rispetto alla variabile x,.
Vale R =det Sy(F, F), dove Sy(F, f} & la matrice di Sylvester della coppia F, f.
Siccome Sy(F, f){ay, ..., 0n.1) & una matrice triangolare superiore con tatti 1 sulla
diagonale si ha R(F, f){ay,...,¢%.1) = 1 in contraddizione con Uappartenenza a J¢,
dungue 1 & J + M.

Si constder adesso Vomomorfismo surgettivo ¢ Klzy, .., z.] = K[}], ¢{z.) = ¢,
é{z;) = a;, ¢ chiaro che M = ker¢ e quindi che ¢~ (@{J)) = J + M. Dato che
1 ¢ J+ M ne segue che ¢(J) & un ideale propric e quindi esiste o, € K tale che per
ogni f&J vale flag,...,a,) = &(fan) =0. O
Per uso futuro enunciamo in un lemma a parte una conseguenza della precedente
dimostrazione

Lemma 3.4. Sioc K = K, J C K|z, ..., 0] un ideale, J° = Ik, e e
7 A — AL g proiezione sulle prime coordinate.

Se esiste F' & J monico rispetto a z, (e.g. se deg, F = degF' ) allora m:V{(J) —
V{J®Y & chiusa e surgettiva.

Dim. La surgettivitd & dimostrata sopra, sia X C V{(J) un chiuso di Zariski, allora
X =V{{X)) e JC I{X), in particolare F € I{X) e #{X) = V(J(X}9). 0

Corollario 3.5. Se K = K gi ideali massimali di P = Klzy, ..., zn] sono tutti e
sali gli ideali del tipe I{p), p € A™. Esiste dungue une bigezione naturale fra A™ ¢
Uinsieme degli ideali massimali di P,

Dim. Sia M C P massimale e p € V(M) allora M C I{p) da cui M = I{p).
Viceversa se p € A" e I(p) ¢ M con M massimale si ha, per quanto visto sopra
Iipy ¢ M = I{g) da cul {g} C {p} e quindi p=gq. O
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Dimostrazione di 3.8, Siccome X = V{J) = V(/J) si pud supporre senza perdita di
generalitd che J = V/J cioé che § = P/.J non possieda elementi niipotenti. Dobbiamo
dimostrare che se F ¢ J allora esiste x € X tale che F{z) # 0.

Sia F come sopra fissato, a: P — § la prolezione al quoziente, f = «{F). Si noti
oo

che 1 —¢f & invertibile in S[ft]] con inverso » #f* e quindi 1~ ¢f & invertibile in
1==0

S[t] se e solo se f & nilpotente. Per ipotesi § & ridotto e quindi {1 ~¢f) & un ideale
proprio di S{t] & J, 1 ~ ¢F generano un ideale proprio di Klzy, ..., zn,1].

Per la forma debole del teorema degli zeri esistono ag, ..., an, tg tali che g{ag,...,a,) =
0 perogni g € J e I —tF{eg,...,a,) = 0. Dunque z = (ag,...,a,) € X ¢ F(z) #0.
0

Corollario 3.6. Sia K= K, f,5 € Kz1,...,2.] con f irriducibile, se V{f) C V{g)
allora f divide g.

Dim. Per il teorema degli zeri g € I(V{f)) = /() = (f). O
Ricordiamo che un ideale I ¢ K[zy, ..., 1,] s dice omogeneo se & generato da polinomi
omogenel, se 5S¢ C Kz, ..., z,] & 1l sottospazio dei polinomi omogenei di grado 4 si
verifica facilmente che I & omogeneo se e solo se I = &(I N Sy).

Sia infine 0 = {0, ...,0) € A", si noti che se [ omogeneo e V(I) # # allora 0 € V{TI).

Corollario 8.7. (Teorema degli zeri omogeneo} Sia K = K e I € K|z, ..., 2] ideale

emagenco proprio. Allora V{I) = {0} se e solo se esiste d > 0 tale che Sy C 1.

Dim. Se Sq C I allora z? € I, z; € VT e quindi V{I) = V(VI) = {0}.

Viceversa se V(1) = {0} per il teorema degli zeri VT = I{{0}) = (z1,...,2,). Esiste

dunque d > 0 tale che 2¢ € 7 per ogni i e quindi Sgpny: C 1. a
ESERCIZIO 9: Sia w: A% — A la prolezione sulla prima coordinata. Nella topologia di

Zariski, & w chiusa? & 7 aperta?.

4. Esercizi complementari

ESERCIZIO 10: Sia f € Afz] un polinomio monico, allora per ogni g,k € Alz] vale
R{f,9) = R{f,g+hf).

ESERCIZIO 11: Provare che Bn . {f{z), g{z)) = +Rum (2" flz™}), 2™ gz ).
Esercizic 12: Sia A un dominio di integrith e f,g € Alz], s € (f,¢9) M 4; si provi che
s* & (f2 M) A mentre R(f?,¢%) = R{f,g)". 5i deduca che in generale il risultante non
genera Videale contratto {f,g) M A.
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EseErcIZio 13: Sia Sy{f, g) la matrice di Sytvester di due forme binarie f, g, di gradi
n,m. Provare che se f,g hanno un fattore comune di grado r allora la dimensione del
nucleo di Sy{f, g} & almeno 7.

EssRCIZIO 14: Esistono altre rappresentazioni del risultante, qui ne proponiamo due
come esercizi, per suggerimenti vedi [GKZ] p. 401,

i} Data una serie formale ¢ == 3 ria’ si definiscono le matrici di Toeplitz Sy i) = (ai;)
€Ot G4 = Tnajei. 1 < 6,7 < m. Slano f,g € Alz] con f(0) =l e ¢ = jq; € Allzl], st
provi det Snm{d) = Bnm(f, 9]
ii) (Formula di Bézout-Cayley) Sia n=m c sia
n—1
f{ﬂ:}g(yi:z(z)f(y) _ Z Ty

i, j=0

Provare che Baa{f, g) = det{cy)}.
ESERCIZIO 15:  Siano [i,.., 7. € N multiindici distinti ¢ & un campo infinito.
Mostrare che limmagine di K — K™, ¢ - {2, .., 2"} contiene una base dello spazio

vettoriale K.

ESERCIZIO 16: (Sistemi risultanti).
Sia A Qn dominio a fattorizzazione unica e f,41,.., g € Afz] polinomi, a1, ..., a- indeter-
minate ¢ sia R € 4[a1,...,a.} il risultante dei pelinomi f,a191 + ... + a-gr.
Vale B =10 se e solo se i palinomi [, f1,...,g- hanno un fattore comune di grade posttive.
Si provi inoltre che i coefficienti di R{ay,...,a-} appartengonc a AN {f, ¢, ..., 6.

EsgrCizio 17: Per un pelinomic monice a coefficienti reali senza radici multiple
determinare la relazione tra il segno del discriminante, il grado del polinomic ed la classe
di resto module 4 de! numerc di radici reali. In particolare si provi che se i grado & 3

aillora f possiede tre radici reali distinte se e solo se A(f) < 0.

EsErcizio 18: Provare che se f,g hanno gradi n, m allora vale la formula di polariz-

zazione
&{fg)

RULGY = 0" R AT

ESERCIZIC 19: Sia f = Y ex™ 'y’ un polinomio omogeneo di grado noe fe, f, le

derivate di f rispetto a x e y rispettivamente. Vale allora

Bomes (5o fe) = =2 Rl farF)s AU =~ Ba it {fe, -

nh2 n

ESERCIZIO 20: Sia [ ¢ Klzy,..,z.] un idesle proprio, K € L una estensione di campi
e I¥ < L[ry,... o, Uestensione di 7. Mostrare che 1 € I°.

Esegrcizio 21: Sia ! ¢ Klry, .., ,] un ideale proprio, mostrare che esiste una estensione
finita di campi K < L tale che V{I®} £ 8.
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ESERCIZIO 22: Se K < I & una estensione di campi e L & una K-algebra finitamente
generata allora L & una estensione algebrica finita di K. (suge. Sia L = K[z, ..., z.)/T,

mostrare che esiste un omomorfismo di K algebre ¢: K[z, ..., z0] — K tale che ¢(J) = 0.)

Esercizio 23: (%) Sianc f,g € Klr,y] omogenei di grado d senza fastori comuni.
Provare che S, < {f,g) se e solo se n = 2d — 1, {sugg. usare 1.3.f).
Nota. Esiste una generalizzazione del risultato a polinomi in un numero arbitrario di
variabili, in particolare vale il seguente:
Teorema 3.8:5ia [ < Kz, ..., za] ideale omogenes generato da n+1 polinomi omogenei
di gradi do,....dn. Se VT = (zo,...,5n) allova la dimensione di S, N I dipende solo da
f.ndo, . dn e non da 1. In particolore S5 C 1 se e selo se d 2 Y di — n,
La dimostrazione di tale risultato richiede strumenti troppe avanzati per queste note (com-

plesso di Koszul) ¢ guindi la omettiamo.

ESERCIZIO 24:  Dimostrare che in 3.8 non & restritiivo supporre K algebricamente

chiuso.

ESERCIZIO 25:  Nelie notazioni di 3.8, siano V € §,, W C &, sottospazi vettoriali e
wV @W - S.46 la mappa di moltiplicazione p{f ® g) = fg. Provare che il rango di g
& >dimV +dimi¥V — 1.

EsErCIZIO 26: Teorems di Hopf.

i} {#} Siano A, B,C spazi vettoriali di dimensione finita su un campo algebricamente
chiugo con dimA =2 e u: A® B — C lineare e separatamente iniettiva, ciod tale che
se a,b# 0 allora pla ®b) # 0. Provare che dimC > dim B. (Sugg. Sia per assurdoe
p A& B —+ B come sopra, er,e2 una base di A, fi(h) = ule; @ b) e si consideri gli
endomorfismi Afy +nfe, [\, 7] € BL)

it} (#+7) Lo stesso del punto i) con A di dimensione arbitraria.

iii} Sevale dim " = dim 4 +dim B ~1 nel teorema di Hopf allora per ogni ¢ € O esistono
a,b tali che ¢ = pla®b). Sideduca che se K non & algebricamente chiuso il teorema di

Hopf & falso su K.

Esercizio 27: {Lemma di Gieseker).

Sia I C Klx,y] un ideale omogenec e sia Iy = 1N 84, Se [s # fSi per qualche h < d,
F e S aliora dim fagq > dimfy + 2.

{Sugg. Sia fo,.... fo una base di [ tale che fi = 27g; con gi(0,1) = 1 e m; < iy per
ogni 1 = &,...,n. Si consideri imsieme A = {i|ga o } U {Eripn > m + 2}, 5¢ A £ 8
sia 5 € A massimo e si provi che yfo,zfo, ., &fs, ¥ fort, Tfsrss ., Tfn s0no linearmente
indipendenti.)

ESERCIZIO 28:  Siano f,g,¢ € Klz] polinomi senza fattori comuni di grado n,n,m
rispettivamente con m < n. Si provi che R{f 4+ Ag,g + pg)} € K[\, p] & un polinomio di
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grado < 7. (Sugg. Non & restrittivo supporre K algebricamente chiuso, si consideri allora
gli omomorfismi K[, u] — K[t] dati da A = at, g = bt, a,0€ K]
ESERCIZIO 29: {Implicitizzazione delle curve razionali nel piano)

Dati f,g,q € Kt} polinomi senza fattori comuni provare che P'insieme

IO O] K, q{t) ;
C“{(qm’qm)”e Lty # 0}

& definito da una equazione polinomiale. {Sugg. esercizio precedente).

ESERCIZIC 30:  {#) {Teorema di Liiroth: versione geometrica {1873))
Sia K campo algebricamente chiuso, F(z,y) € K[z,y] con le seguenti proprietd:
a) La relazione @ ~ b s e solo se (a,b) € V(F) < K? & una relazione di equivalenza su
K.
b} F & combinazione lineare di monomi :r“y“’ con a,b < 1.
¢) Esiste 7o € K tale che il polinemio Flze,y) € K[yl possiede n radici semplici
distinte.
Provare che esistono f,g € K[t di grade < n tali che Fla,v) = flz)gly) ~ Flyglz).
{Suggerimento. Svolgere nell'ordine i seguenti punti:
1) Non & restrittivo supporre che F non contenga fattori del tipo ¢ —a, ¥y — &.
2) It polinomio F & ridotto e F(z,y) = §F(y,z}), §* = 1.
3} Esistono n punti distinti 41, .., 8. € K tali che Flag,y) = C; F{ay,y) per opportune
costanti Ca, .., O € K .
4} Sia V < Ely] il sottospazio vetioriale dei polinomi di grado n + 1, dimostrare che
Pimmagine dell’applicazione I~ V', a — F(a,y), & contenuta in un pianc P C V.
5} Sia f,¢ una basedi P. Perogni o € K esistono costanti o,  tali che Fle,y) = o f{y)—
Ag(y). Se gla)fla) # 0 esiste una costante Ca tale che Fla,y) = Culgla)fly)~fla)g(y))-
8} Utilizzare 1a simmetria di 7 {punto 2) per mostrare che O = € nen dipende da a )
ESERCIZIO 31:  {) Siano p,g € K[z di grado < n tali che ap + bg abbia n radic
distinte per qualche a,b € K. Si ponga ¢ = (% e K{z), Flz,y) = plx)oly) — ply)g(x) e
r(z)

L=X(F)= {;(;}-I F(z,y) divide r(z)s(y) - r(y)s(e)}

Provare che L = K (¢} e che & < K(z) & una estensione di grado n.
{Sugg. provare nell’ordine 1 seguenti punti:

1) ¥ & un campo contenente K(g).

2) Pestensione K(¢) ¢ K{(z) ha grado < n.

3) Uestensione  C K(z) ha grade 2 n.)

ESERCIZIO 32: (#) {Teorema di Liiroth: versione algebrica)
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Sia K algevricamente chiuso, fi,.., fa € K fi = E{«, i, gi € Klz] senza fattor] comuni
e Filz y) = pi{x)e{y) — pi{y)qi{z) e F il massimo cqémume divisore di Fiy, ..., Fu.

Se il polinomio F1 soddisfa le ipotesi della versione geometrica allora anche F le soddisfa
e vale K(f1,..., fa) = Z{F) = K(¢) per qualche ¢ ¢ K{z).

(Sugg. sia g(A) € K(f1,.... f2)[A] il polinomio minimo di z, dato che g divide i polinomi
pi(A) = figi(A) sl deduca, come in [Wa, p. 150] che g divide F e quindi il grado di g &
minore o uguale dei grado di F'. Si utilizei quindi 'esercizio precedente.)

Esercizio 33: (H discriminante di una estensione algebrica)

Sia K < L una estensione algebrica finita di campi di caratteristica 0, Sia n il grado
deil’estensione e slano o, .., gli automorfismi di I che fissane XK.

Dato a € L sidenoticon T'ra) € K la traccia dell’endomorfismo di moltiplicazione a: L —
L, mentre se a3,...,a» € L definiamo il discriminante disc(ay, ..., a.) = det{Tr(a:a;}).
Provare che:

i) Tr{a) = 3_ oile}. {Sugg. Sia b € L tale che o:{b) sia una base di L su K e calcolare
Trio ()]

i) dise{ay, .., an) = det{o:(a;))?.

=1y

it} dise{l,a,.., e & uguale al discriminante del polinomio caratteristico di a: [ — L.

ESERCIZIO 34: Esiste una semplice dimostrazione alternativa di 3.4 che utilizza i! lemma
di Nakayama (cf. [Reid} esercizio 11.3,15). Per dimostrare che (a1, ..., an-1) € V{J) appar-
tiene alla prolezione di V'(J) basta porre, nelle notazioni di £3.1, A = Ki=s, .., 2n1}/J¢,
M=Riz, o/, N=0e I = (2 ~ 81,y Tnoy = ay) C A,

ESERCIZIO 35:  Silano 4 ¢ 5 anelli Noetheriani con B finitamente generato come
A-medulo. Provare:

i) Ogni z € B & radice di un polinomio monico a coefficienti in 4. (Sugg. polinomio

caratteristico della moltiplicazione per z).

ii} 8e fC A &unideale proprio aliora B # B (Sugg. Nakayama).

iii} Se K & un campo algebricamente chiuso, ognl morfismo A -+ K si estende ad un
morfisme B — K. {Sugg. usare il lemma di Zorn per ricondursi al caso A campo e

B = A} con x algebrico su A}

IV. Curve piane: nozioni base

In tutto il capitolo con il simbolo K indicheremo un campo algebricamente chiuso,

denoteremo inoltre P? = P¥ il plano proiettivo su K.

1. Definizioni principali

In prima approssimazione possiamo definire una curva algebrica piana come ii luogo
dei punti di P? che annullano un polinomio omogeneo nelle coordinate omogenee di
¥2. (Questa definizicne, sehbene semplice, non & sufficientemente precisa e presenta
quaiche difficoltd operativa.

Gid nella teoria dei fasci di coniche proiettive si incontrano certi oggetti “le rette
doppie” che insiemisticamente sono sono delle rette ma che appartengono allo spazio
delle coniche di P2,

Definizione 1.1. Siano zg,z1,Z» coordinate omogenee su P?, una curva irridu-
cibile di grado n & un sottoinsieme C C P? per cui esiste un polinomio irriducibile

omogeneo di grado n, F{z) = F(zp, 1, 22) tale che
C o= V(F) = {{$(},3§1,Ig] 3 PQE F(ss@?;zzl,xg) = (}}

La definizione di curva irriducibile non dipende dal particolare sistema di coordinate
omogenee. Sia infatti yg,y1,y2 un altro sistema e z; = 3 a;;3; con la matrice aj;

invertibile, allora se F{zg, z1,z2) = G(ys, y1,y2) vale

G(?)'Ory}uy?) =0 & [yﬂayla yg] € c’:

inoltre il grado di F & aguale al grado di G e F & irriducibile se e solo se & &
irriducibile.

Fissato un sistema di coordinate omogenee z,, una curva irriducibile ¢ determina
a meno di costante meltiplicativa il polinomio F di cui & lnogo di zerl. Infatti se
G(xo,xy,22) = 0 per ogni [z] € C ailora per il teorema degli zeri F divide & ese G
& irriducibile allora G = aF per qualche ¢ € K.,

Una curva irriducibile con molteplicitd & una coppia {C,m) dove C & una curva

irriducibile € m € Z,m > 0 & la molteplicita.
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Definizione 1.2. Una curva algebrica C & una insieme finito di curve irriduci-
biii con moijteplicitd (Ci,my), ..., (Cr,m.). Le curve C; si dicono le componenti
irriducibili della curva mentre supp(C) = UC; C P? & detto il supporto della curva.
Una componente si dice multipla se la sua molteplicitd & > 1, una curva st dice
ridotta se non possiede componenti multiple. Se n; & il grado di €, definiamo il
grado della curva come n =nymy + ... + 1.7,
Una notazione conveniente & quella di scrivere una curva come una combinazione
lineare formale € = mCy + moCh + ... + m,C, dove Cy,...,C, sono le componenti
irriducibili e m; le rispettive molteplicita. Inoltre, con un leggero abuso di notazione,
se C 2 una curva e p € F? scriveremo p € C se p € supp(C).

EseRCizIo 1: Data una curva algebrica C, supp(C) & un sottoinsieme proprio infinito

di P
Fissato un sistema di coordinate Ig, 21, £z esiste una bigezione fra Uinsieme delle curve
algebriche di grado n ed il proiettivizzato dello spazio vettoriale dei polinomi omogenei
di grado n nelle variabili z;. Infatti dato F polinomic omogeneo di grado n esiste una
decomposizione in fattorl irriducibill F = F{™ .. F™, possiamo quindi considerare la
curva le cul componenti irriducibili C; sono i luoghi di zeri det polinomi F; contate
con molteplicitda m;. Per Punicitd della fattorizzazione tale curva risulta ben definita.
Viceversa, data una curva €' = Y m;Cl, se C; = V(F;) con F; irriducibile si considera
F =T]F™. Essendo F; definita a meno di costante moltiplicativa anche F 2 definita
a meno di costante moltiplicativa, chiameremo F Pequazione di . Si noti che in
tale corrispondenza biunivoca vale la relazione supp(C) = V{F).

Teorema 1.3.(forma debole del teorema di Bézout) Siano C, D due curve algebriche
di gradi n,m rispetiivamente, allora V = supp(C) N supp(D} # @, inoltre se V

contiene pit di nm punti allera C e D hanno une componente in comune.

Dim. St assuma che esistano nm + 1 punti distinti pg, ..., pom € supp{C) M supp(D),
detta I;; == p; + p; la retta passante per p; e p; possiamo trovare un punto ¢ &
supp(C) U supp(D} Uig; I;; ed un sistema di coordinate cmogenee zg,z1, 22 tali che
g=10,0,1].

Siano F, & le equazioni di €' ¢ D nelle coordinate z;, si pud scrivere
F = Aged + Aged™ 4 b Ap, G = Bzl + Bizl ' + .., B,

dove A4; e B; sono pelinomi omogenei di grado 7 nelle coordinate zg,z; e siccome
[0,0,1] & supp(C) U supp(D} si ka AsBy # 0. Sia dunque R{zg,xy) il risultante di
F e G calcolato rispetto alla variabile x4, allora R{a,b) = 0 se e solo se i polinomi
Fla,b,22), G(a,b, 22} hanno una radice comune z3 = ¢, questo prova che la cardina-
litd di V & maggiore o uguale al numero di radici distinte di R. Sapendo che R &
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omogeneo di grado nm ed & R = 0 se e solo se F e  haano un fattore comune,
basta dimostrare che 2 si annulla in almeno mm + 1 punti distinti di P,

Sia p; = [ag, b;,c:], allora 1 polinomi F(a;, by, 22), Glay, bi, z7} hanno una radice co-
mune &y = ¢; e quindi R(a;,b;) = 0 per ogni 1; siccome [0, 0, 1] € Li; ne segue che
se i % j allova {os, 6] # [g;,b;] e gquindi &= 0. |

Corollario 1.4, Due curve irriductbili distinte di gradi n,m hanno ol piv nm punti

in comune,

Dim. Immediata. a
Sia F Pequazione di una curva C, sia p = [vg, vy, v3] € P?, diremo che p & un punto
singolare di € se

Flug, vy, v9) = v@fw(v{;,vl,vg) w0, 10,12
ax;

Si noti che:
1) La definizione di punto singelare & una buona definizione, infatti essendo F' omoge-
neo anche le derivate parziali sono omogenee. Inoltre se yp, 41, ¥o € un diverso sistema
di coordinate e G & l'equazione di ' nelle coordinate y; si ha G{y) = aF(z) per
qualche ¢ € K e quindi

0G _ 50 by

Ayi = Bz;
2) Se la caratteristica del campo & 0, dalla formula di Eulero segue che ur punto p &
singolare per ta curva di equazione F' se e solo se p annulla tutte le derivate parziall
di F.
3} Se C' ¢ irriducibile di grado n di equazione F allora, essendo K algebricamente
chiuse e quindi perfetto, esiste una derivata parziale non nulla senza fattori comuni
con F e quindi per Bézout debole C ha al pit n(n— 1) punti singolari. Vedremo piiz
avanti che questa stima pud essere migliorata a < %{n = 1){n ~ 2).
I punti di una curva che non sono singolari si dicono lisci. Una curva liscia & una

curva che nen contiene punti singolari.

Proposizione 1.5. Siano Cy,...,C, curve algebriche e C=C1 + ...+ (.
1) SepeC;, peCy, i3] allora p é un punle singolare di C.
2) SepeC; epgC; perogni j 1 allora p é un punto singelare di C se e solo
se & un punto singolare di C;.

3) Una curve & ridotta se e solo se possiede un numero finifo di punii singolari.

Dim. Sia F; una equazione della curva C;, allora F = F1.. . F, & una equazione per
C,se pe C;nCy, i # j allora Fi(p) = Fj{p) = 0 e per la regola di Leibnitz ogni
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derivata parziale di F si annulla in p; questo prova 1). Seinvece Fi(p) = 0, F;{p) #0
per ogai j # { allora sempre per Leibnitz si ha ggh(p) =0« gi(p} = ( per ogni
ho=0,1,2.

Siccome una curva C = £ + ...+ C, con le C; irriducibilt & ridotta se e solo se le

C; sone distinte, i punto 3} segue dai punti precedenti e dal fatto che ogni curva
irriducibile possiede un numero fintto di punti singolari. ]

ESERCIZIO 2!  In caratteristica 0 la curva di Fermat xf + 27 + 27 = 0 non contiene
punti singolart,
FSERCIZIO 3: Sia F equazione di una curva irriducibile € di grado n, esistono allora

almeno due derivate parziali non nulle. (Sugg. ricordarsi che il campo & perfetto).

ESERCIZIO 4! In caratteristica # 2,3 determinare per quali valori del parametro X le

seguenti curve sono singolari.
2 \
zozs = z1{x1 + zoi{z1 + dzo)

3 3 3
2y + 2] + a5~ 3Azptiee =0

2. Retta tangente e molteplicita

Sia € una curva algebrica plana di grado n ed equazione F = 0 e L < P? una retta,
se L & contenuta nel supporto di C allora L € una componente irriducibile di ¢

Se invece L non & una componente irriducibile di C, allora presi due punti distinti
p=1{po,pi;m2]s ¢ = lgo, g1, g1, pyg € L il polinomio f{to, 1) = Fltopy + tiag, topy +
tigy, tope + f142) € non nulle ed omogeneo di grado n. Esistono dungue n punti di
L contati con molteplicitd in cul f = 0: chiaraments tall punti corrispordono all’in-
tersezione della curva O con la retta L. Se p € L definiamo (L, C) la molteplicita
della radice p nel polinomio f, si vede facilmente che il tutto & ben definito.

Sta p € LN, se vp,{L,C) = | diremo che L & trasversale a ' nel punto p, se
invece vp{L,C) > 1 diremo che L & tangente a € nel punto p. Si noti che se esiste
una retta trasversale ad una curva C allora ¢ deve essere necessariamente ridotta.
Per convenzione se p € L < C poniamo v,{L, ) = oo, mentre se p & € N L si pone
v (L, C) = 0.

Proposizione 2.1, Sia C una curva di equazione F e p = [2g,21,72] € C, ¢ =
o, 1, p2] # p. ellora la retta L =p+ g ¢ tangente o C in p se e solo se

2

oFr
Folzo, 21, 22) 1= Z?ha_ (Tg, 21, 22) =0
[Ea] Ti
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Dim. La retta I & tangente a C in p se e solo se { = 0 & una radice multipla di
F(t) = F(zo + tyo, 71 + tyr, T2 + fya), ciod se e solo se f/{0) = 0 dove f' dencta
Ia derivata di f rispetto a ¢, basta adesso applicare la regola di derivazione della

funzione composta. o

Definizione 2.2, La curva C,; di equazione Fy = 0 si dice polare di g rispetioa C,
naturalmente la definizione di Fy ha senso per qualsiast ¢ € P?. Lasciamo al lettore la
facile verifica che la definizione di C,; non dipende dal particolare sistema di coordinate
omogenee. Naturalmente & possibile che il polinomio F, sia identicamente nullo (e.g
C unione ¢ rette per g), in tal caso diremo che la polare ¢ & indeterminata.

Corollaric 2.3, Sia C una curva ridotta 4i grade n ed equaziene F. Allora:
i) Se per q & C passano infinite rette tangenti a (' allore necessariamente la caral-
teristica di K & positiva.
ii) Seper g & C passano finite rette tangenti a C il loro numero non supera n{n—1).

i) Esiste un punto q € C per cui vale la condizione ii] precedente.

Dim. Le rette tangenti a C passanti per g sono tutte e sole quelle g+ p dove Fp) =
F,(p) = 0. Dato che F, ha grado n ~ 1, in virtd del teorema di Bézout & sufficiente
determinare quando F e Fy non hanno compenenti in comune.

Per fare cid prendiamo un sisterna di coordinate in cul g = [0,0,1], allora

F= A{}Eg’ + A]_.T,;"l o+ Ay, AdgF0

aFr
" 5
Se F e F, non hannc fattori comuni, il che & vero in caratteristica 0 dato che F
non ha fattori multipli, allora per Bézout F e F, hanno al pit n{n — 1) punti di
intersezione, questo prova i puntl i) e #).
Fissiamo un sistema di coordinate in cui il punto [0,0,1} non appartiene a C, in

particolare ogni fattore irriducibile di F' ha grado positivo rispeito a r,. Siccome il

8r 9F
campo K & perfetto e F non ha fattori multipli, i polinomi F, — non
6 oy 6:111 3$2

hanno fattori comuni e quindi il risultante R{a,b,¢, 2o, T1) rispetto a z9 del polinomi
OF aF

oF
F, a=—— + b—— 4+ c— non & nullo, in particolare esisterd q = {a,b,c] € P? tale che
ama 8:[31 ox )
R{a,b,c,zo,z1) # 0 e quindi F, F, non hanno fattori comuni. )
Corollario 2.4. Sia p € C, allora:
i} Se p & singolare allora ogni retia per p ¢ tangente o C in p.

i) Se p & liscio allora esiste unica ung retta tangente ¢ C in p.



70 MARCO MANETTI

Dim. Conseguenza immediata di 2.1. O

Definizione 2.5. Sia C curva e p € P?, si definisce la molteplicitd m,(C) di C
nel punte p come il minimo dei valori v,{L,C) al variare delle rette I passanti per
p, si noti che my,(C) > 0 seesolose p€ C e mp(C) > 1 se e solo se p & un punto
singolare di C.

Sia A? C P? il piano affine ottenuto dal piano proiettive toghiendo la retta all'infinito,
una curva affine & per definizione la restrizione ad A? di una curva algebrica piana
C', pitt precisamente se C' = m;Cy + ...+ m,C, con le C; irriducibili si pone

CNAY = m (C1 N A% + .+ m (T, N A7),

5i assuma che la retta all'infinito non sia una componente irriducibile di €, se
Zp, 1,2 sono coordinate omogenee tall che zp & Pequazione della retta all'infinito
e F lequazione di C, sul piano affine A7 = {xy # 0} vi sone le coordinate affini

Iy Lz s . .
¥ o= 53’ i = - e flyr,y2) = F{1,yi,42) & un polinomio dello stesso grado della
curva L .

Esiste una corrispondenza biunivoca tra i fattori irriducibili di § e quelli di F. Infatti
se HIF allova xo non divide H e se h{yr,ya) = H{1,y1,2) allora A divide f.
Viceversa se h ha grado r e divide f si ba che H{zg, 2y, 3) = rgh(ﬂ, fi?-} & un
polinomic omogeneo che divide F'. In particolare F & irriducibile se éc DsolrfnO se f &
irridncibile. Chiameremo f 'equazione della curva affine C N A2,

Sia p € P? e C una curva algebrica piana di grado n e di equazione F, scegliamo
un sistema di coordinate omogenee zg,x1, 2 tall che p = [1,0,0], st pud scrivere

U'equazicne della curva affine come

Fuvm) = ey ) + frsiynve) + o+ fulyn, ve)

dove f; & omogeneo di grado 1 e fn, # 0, allora l'intero m > 0 & uguale alla molepli-
cita m,(C). Infatti per definizione di molteplicitd m,(C) & la minima molteplicitd in
t = 0 dei polinomi fltyy, tye) = t7 fnlyr, 1) + t™F1. al variare di {y;, ] € P*.
Si noti che le soluzioni di f. = 0 sono esattamente le rette L per p tali che
wp(L.C) 3 mp(C), tall rette sono in numero finito e sono le componenti irriduci-
bili di una curva di grado m = my{C) ed equazione f,, chiamata cono tangente a

C net punto p.

Proposizione 2.6. Sia C C P? una curva ridotta di grado n e p € P? un punio
di molteplicitd m > ©. Se K ha coratleristica 0 0 > n esiste una retta per p che
interseca C' — {p} s n— m punti distinti.

Dim. Prendiamo un sistema di coordinate in cui p = [1,0,0}, m = m,(C) allora

F=Anzy ™+ Azl ™ b+ A, A £0
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Sia A(zi,mg) il discriminante di F considerato come un polinomio di grado n -~ m
in 2, si vede facilmente che, dato che F non ha fattori multipli e la caratteristica di
K & maggiore di n—m A #0 e Ay, ve) =0 se e solo se f{t) = F{f,v;,v2) =0 ha
una radice multipla. Dunque basta considerare una retta x;vp = T, per una coppia

{vy,ve) che non annulla i discriminante. O

ESERCIZIO 5: Calcolare il grado del discriminante caleolato nella dimostrazione di 2.6.

Provare inoltre che in caratteristica positiva 2.6 & generalmente falso.

Un punto di molteplicita 2 si dice un punte doppio. Se un punto doppic ha il cono
tangente formato da due rette distinte il punto doppio si dice ur nodo, altrimenti si
dice una cuspide; ad esempio la curva affine di equazione y° = z° + z° ha un nodo
nel punte di coordinate (0,0}, mentre la curva affine y* =™, n > 3, possiede una
cuspide in {6,0}. Diremo che C ha una singolaritd ordinaria in p se il cono tangente
di C in p & ridotto; equivalentemente se x,y sono coordinate affini tali che p = (0,0}
e f = fnt ., m=mp{C), & Vequazione affine di €, la singolarita ¢ ordinaria se fp,

non ha radici multiple.

Definizione 2.7. Data una curva € ed un punto lisclo p € € denotereme con Tp(C)
la retta tangente a C in p. Se F{zg,z1,2;) ¢ Iequazione di C' e p = [v] l'equazione
di 1T,{C} & zeFplv) + 21 Fi(v) + e Fo{v) = 0.
Un punto liscio p € C si dice un flesso se 3 < v,(C, T,{C)) < oo; chiameremo inoltre
vp(C, T,{C)) ~ 2 molteplicita di flesso di p.

ESERCIZIC 6: Sia p € € di grado n allora m,{C) € n e vale = se e solo se ogni

componente irriducibile di € & una retta passante per p.

FSERCIZIO T: Si determini il numero di rette per il punto [1,1,0] e tangenti alia curva

di Fermat z5 + 27 + 25 = 0 con n nen divisibile dalla caratteristica di K.

3. Intersezione di curve piane

Net paragrafo precedente abblamo visto che una curva plana C C P? interseca una
retta L in esattamente n punti contati con molteplicitd w1, (L, C), sempreché L non
sia contenuta m €. Inoltre, nella dimostrazione della forma debole del teorema di
Bézout abbiamo costruito una bigezione fra Uinsieme dei punti in comune a due curve
C,D di gradi n,m senza componenti comuni e insieme delle radici su P! di un
polinomio risultante B omogeneo di grado nm. Queste considerazioni fanno ben

speratre alla validita del
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Teorema 3.1.(dl Bézout}* Due curve piane proiettive senza components comuni di
gradi n,m si intersecane in nm punii contati con molteplicitd.
Naturalmente occorre definire con precisione cosa intendiamo per molteplicitd di un
punto di intersezione.
Le principali definizioni {tutte equivalenii) che vedremo in queste note sono:

1} Definizione per proiezione generica.

2} Definizione parametrica (si tratta delia definizione data nel paragrafo precedente

quando una delle due curve & una retta).

3) Definizione analitica.
La definizione per proiezione generica € la pill elementare ed & motivata daila dimo-
strazione di Bézout debole.
Siano dunque £, D due curve piane profettive senza componenti comuni di gradi n,m
ed equazioni F,G ¢ pi,...,pr, » < 1om i punti di intersezione. Per ogni coppia {3 J
sia Ly, la retta p; +p;.

? & generico se non appartiene all’unione di ¢, D e delle

Diremo che un punto g € P
rette L.
Figsato un punto generico g fissiamo un sistema di coordinate omogenee 5,71, 53

tali che g = [0,0,1], si ha allora
F o= Agz) + Al ™+ o+ Ay, G Bezl + Bl 4+, By

dove A; e B; sono polinomi omogenei di grado { nelle coordinate xzp, 27 e AqBg 3# 0.
Sia dunque R{zg,zy) il risultante di F e G calcolato rispetto alla variabile z.

Sia p; = [y, by, ¢;] allora i polinomi F{ay, b, 22}, G, b:, ;) hanno una radice comune
ry = ¢ e quindi R(a;,b) = 0 per ognl 1, siccome [0,0,1] & UL;; ne segue che se
i # 7 allora [ag,b;] # lay, b;].

Definizione 3.2, Si definisce la molteplicitd di intersegione vy, (€, D) = moiteplicita
della rudice la;, 6] in R.

Dal seguente teorema seguird che si tratta di una buona definizione, clo& che i, (T, D)
non dipende dalla scelta del punto generico e del sisterna di coordinate omogenee.
Fatto questo il teorema di Bézout & una conseguenza immediata del fatto che B &

omogeneo di grado nm.

®

{’enunciato del Teorema 3.1 risale a Mac-Laurin (1720}, 1 primi accenni di dimo-
strazione si devono a Eulero (1748} e Cramer (1750); una trattazione pitl completa fu
data da Bézout (1779}, menire per la prima dimostrazione rigorosa bisegna aspettare

Gauss ed il teorema fondamentale dell’algebra. Spesso (e.g. [Cre]) il teorema 3.1

veniva ammesso come principio evidente,
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ESERCIZIO 8: Provare chese D & una retta la definizione 3.2 & equivalente alla definizione

parametrica.

Teorema 3.3.{ Regola di Halphen, 1874) La 5.2 ¢ una buona definizione

Dim. Vediamo per prima cosa che la molteplicitd non dipende dal particolare sistema
di coordinate. Sia infatti g, 11, y: un secondo sistema di coordinate tali che ¢ =

{yg = y; = 0}, vale allora

Ty = aye + by
(3.4) { 1 = cyp + diy ad # b
23 = Ay + Ay + 2

Tale cambiamento pud essere viste come la composizione di una traslazione

5 = Y
{21 == U
23 = hyo + kyy + 2
e i

Tp = azg + bz
{wi = czg -+ dzy ad # b

Ty = 2
Dall’invarianza rispetto alle traglaziont e dalla funtorialitd del risultante i precedenti
cambi & coordinate non cambiane la molteplicita.
Adesso bisogna dimostrare che la molteplicita non dipende dalla scelta del punto
generico g. Sia ¢’ un altro punto generico e si prenda un sistema di coordinate
omogenee Ig,Ti, 29 tali che ¢ = [0,0,1], ¢ = [0,1,0}, p»1 = [a,1,1] per qualche
a€Ke

o= [1,0,0] & CU D Uss (p: +p,) Ui g+ p:) Ui (' + pi)

In tale sistema di coordinate siano Ry, [ i risultanti di F, & pensati come polinomi in
x1, 27 rispettivamente, per dimostrare che v, (C, D) & ben definita bisogna dimostrare
che Ri,Ji; hanno la stessa molteplicitd in (a, 1}.
Per fare questo introduciamo la curva di Chow Ch(C, D) C (P%Y della coppia C, D.
Se A = (A, 2) € K? denotiamo con Ly C P? la retta di pquazione zo = A2y +dazsz,
si noti che le rette L, sono tutte e sole le rette che non passano per i punto o.

Si consideri adesso § polinomi
FO A 21, 22) = falzr,z) = F{Man + doze, 21, 72)

g{A, A, T, ) = (T, )G (A2 + Aae, 71, T2}

o sia R{A;, Az) il risuitante delle forme binarie fi, gx.
Si noti che R{\;,A;) = 0 se e solo se Ly contiene almeno un punto di intersezione
di C e I, si definisce quindi CA(C, 1)) come la chiusura proiettiva della curva affine
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definita dall’equazione R. Le componenti irriducibili di Ch(C, I}) sonoe tutte e sole i
fasci di rette passanti per i punti di intersezione di C,D. Sia »; la molteplicitd del
fascio di rette {A;+A2 = a} di centzo py come componente di Ch(C, D), dimostriamo
che vy coincide con le molteplicitd di intersezione calcolate rispetto alle proiezioni dai
punti generici ¢q,¢".

Iniziamo con osservare che se E; indica il fascio di rette per p; allora, dal fatto che
g, sono generici segue che (a,0),(0,a) € By —U;4 E; e cheipolinomi R(2, 0}, R{0,1)
non sono identicamente nulli; si noti che R(¢,0), B{0,t) rappresentano le restrizioni
di R ai fasel di rette passanti per ¢,4'. Dunque 1 & uguale alla molieplicitd della
racdice t = a nei polinomi R(t,0}, R(0,#).

E(t,0) & il risultante delle forme
F(tﬂl,ﬂji,l‘g) e AO(E‘., 1)3‘33 + A{{t, 1}11’}15!3?_1 + o+ An(t, 1)2’.’?,

Gltzy,z1,32) = Bo(t, 2 + Bi(t, Dozl ™ + . Bu{t, Dal

e quindi (¢, 0) = +£H;{¢ 1}. Allo stesso mode si prova R{0,t) = £R;(t, .1} e per
quanto visto questo conclude la dimostrazione. o
Si noti che dal tecrema di Bézout segue che il grado di CA{C, D) & uguale al prodotto
dei gradi di C e D.
Poniamo per convenzione v5(C, D) = oo se € e D hanno una componente comune
passante per p. Dalie proprieta del risultante seguono immediatamente le seguenti
proprieta delle molteplicitd di intersezione.

vo{C, 3} 2 0 e vale 0 se e solo se p & O D. {Positivita)

vp(C, DY = v,{ D, C). {Simmetria}

v (C, D+ E)=v,(D,C) + v,(D, E). (Bilinearita)

Teorema 3.5. Swne €, D curve senza component: comuni e sie p € CN D, allore
vale v, (C, DY = mu{Cimy(D) e vale = se ¢ solo se i coni tangenti di C e D in p

non hanno componentt comuni.

Dim. Siano F,G rispeitivamente le equazioni di C, D in un sistema zg,11,22 di
coordinate tali che p = [1,0,0} e che ¢ = {0,0,1] sia generico e non apparienente
alf'unione dei coni tangenti alle curve nel punto p. Essendo g generico si ha in
particolare che p & ['unico punto di intersezione di € e D sulla retta L = {r, = 0}.
Sia r = mp(C) = 1p(L,0), 5 = mp(D) = w,{L, D}, passando ad un sistema di
coordinate affini si ha che per definizione 1,{C, D) & la moiteplicitd della radice z = 0

del risuitante rispetto ad y dei polinomi

flzy) =F(Lz,y), glz,y) =G,y
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Tenendo conto delle molteplicitd in p st pud scrivere in modo unico
f=for" + fic™  d o+ oy fey L fy”
g=gox° + g1zt b gt g™ b gy

Per opportuni fi,g: € Kiz]. 5t denoti a; = f,{0}, b; = 4,(0).

11 risultante R(z) & allora, a meno del segno, il determinante della matrice

f[).T,r f1$rwl - - . . fn
fozm ... . . . . . fan
1 forr fiel patt oL N
gox® gratT . g
gor® ... - m Im
g0z° Mzt @rtTt L gm
gzt Gt 9m
goir’® : : Gm
s sl se2
Gl me Gar gm

. {3.6)
Per dimostrare che 27 divide R(z) ripetiamo nella sostanza la dimostrazione del fatto
che il risultante & isobaro. Sia A la matrice citenuta da (3.8) eseguendo nell’ordine
le seguenti operazioni:

1) Se 1 € ¢ < s moltiplicare la i-esima riga per 2° 771,

2) Se m +1 <4 < m +r moitiplicare la i-esima riga per ™71,

3)Se 1 <i<r+s dividere la ¢ esima colonna per z™+s=it1,

Si vede facilmente che i coefficienti di A sonc polinomi e che R{z} = 27% det Mz).
Rimane da dimostrare che A(0) & invertibile se e solo se i coni tangenti non hanno

componenti comuni. La matrice A{0) &

(27 . Gr
n . cvs g
* * *  (p Qn
&
, . e Op
by ... - by
b{) ) e bs
® * * b, D
* % :
* bs b
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e quindi, a meno del segno, il determinante di A(0) &1l prodotto dei determinati delle

matrici

a9 .- - ar Ay s - (429

0 - ... @ G+ ... @
Ap = _G T, Ape= " i

by - ... b N X
La matrice 2 & la matrice di Sylvester delle equazioni che definiscono i coni tangenti,
duncue il suo determinate & nullo se e solo se 1 due coni hanno una componente in
comune,

La matrice s & la matrice di Sylvester dei polinomi
any™ " A e =y Oy, by b =y 00(0,y)

I punto ¢ & generico e quindi a,by, # 0 ed i due polinomi non hanno radici comuni
diverse da y = 0; in zero hanno una radice comune se e solo se a, = b, = 0, ma

cuesto significa che la retia z = 0 appartiene al cono tangente sia di € che D. O

Siamo adesso in grado di dimostrare alcuni interessanti corollari

Corollario 3.7. Siano py,...p. i puntt di infersezione di due curve C,D senza

componenti comuni di grade n,m, allora vale

nm 2y my, (C)mp, (D)
=1

Corollario 3.8. Sio C una curva ridofta di grado n e siane py, .., p- © Suoi punii

singolars. Allora vale

n(n=1)2 3 m, (C)(my,(C) - 1)
i1

Dim. Sia F Uequazione di €, per 2.3 esiste un punto ¢ tale che equazione della polare
F, &nou nulla e senza componenti comuni con F. Dato cheil grado di F, & n—1 basta
dimostrare che per ogni punto p vale mp{Fy} > my(F) — 1. Prendiamo un sistema
di coordinate omogenee z; tali che ¢ =i0,0,1} e p = [1,0,0], se f(x.y) = F(L, 2,y
allora Uequazione affine della polare & la derivata di f rispetto a y, & allora chiaro

che la molteplicitd diminuisce al pin di 1. 0

ESERCIZIO 9: Trovars i punti di intersezione deile curve di equazione z{y® - xz)% —y° =
0, y* + 2Pz + 2728 = 0.
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Corollario 3.9. Siano C, D curve piane senza componentt comuni di grado n,m
rispettivamente, p € C' un punto liscio, L = T,0 C B? la retta tangenie a © in p e
a=my(D) >0,

Se vp(L, D) < 1p(L,C) + e — 2 allora vale v,(L, D) = 1,(C, D).

Nota. Se v,(L, ) = 2 {caso generico} il eoroliario non aggiunge nulla al teorema 3.5.

Oltre alt’enunciato di 3.9 & interessante anche il metodo di dimostrazione.

Dim. Sia ¢ € L un punto generico {nel senso di 3.2) e siano xg, 71,2y coordinate
omogenee tali che p = [0,0,1], ¢ = [0,1,0] ed L sia la retta di equazione 71 = 0.
Dette F, G le equazioni ¢i €' ¢ D nelle coordinate z; si ha che ¢{C, D) = molteplicita
in 0 del risultante di flz,y) = Flz,y,1) e g{z,y} = Glz,y, 1) calcolato rispetio alla
variabile y. Siccome il punto g non appartiene a C'UD, a meno di moltiplicazione per
costanti possiamo supporre f, g polinomi monici in y di grade n,m rispettivamente.
Abblamo visto nel capitolo sul risultante che in tall ipotesi R{f,g) = R{f.g+h[) per
ogni polinomio 4 € Kiz,y]. In base al teorema 3.5 possiamo quindi affermare che la
molteplicith in 0 &i g+ hf nou supera vp(C, D) per ogri scelta di A.

Dato che € & liscia in 0 con retta tangente y = O si pud scrivere f = y + f(;c,y)
con mo(F) > 2 e glz,y) = 9(z,0) + yilz,y). Si noti che (L, D),w(L,C) somo
rispettivamente le molteplicita in 0 di g{z,0) e f(z,0).

Definiame per ricorrenza del polinomi ¢, §; ponendo

g{:""*?}'} = QG("E; y): gi{ma y} = gz(w'o} + yéi(‘r7 y}: Gier = Gy — g-'?]f

Si noti che gip(2.0) = gz, 0) — Gif(z,0) e che la molteplicita di 4, in 0 & una
funzione strettamente crescente di 1. Dall’esistenza del massimo delle molteplicita di
g -+ hf si deduce che dopo un numero finito di passi la molteplicita di §; & maggiore
o uguale a quella di g:(z,0) e quindi la retta [ non appartiene al cono tangente di g,
al punto 9. Abbiame quindi dimostrate che 1 {(C, D) = mg{g:) = mo{g:{x, 0)) per 2
sufficientemente grande.

Per finire la dimostrazione basta osservare che la molteplicitd di §; & maggiore o uguale
ad o —1 per ogni i e che quindi la molteplicitd di §F(z,0) & almeno v, (L, C) +a—-1.
Nelle ipotesi del corollario i polinomi g:{z,0) hanno quindi tutti la stessa molteplicita
in 0. 0

Facendo un po’ di attenzione alla dimostrazione ci accorgiamo che nell’uguaglianza
vp(L, D) = 1,(C, D) il termine a sinistra ¢ definito per via parametrica (§2) mentre il
termine a destra & definito per proiezione generica (3.2).

Se ' = L I'enunciato & quindi non vuoto e fornisce una dimostrazione dell’equivalenza

delle due definizione di v;.
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4. Sistemi lineari di curve piane

Abbiamo gia osservato che le curve piane di grado n sono in corrispondenza biunivoca
coun il proiettivizzato delio spazio dei polinomi omogenei di grado n. Pili precisamente,

k

alla curva di equazione 3., aijkzheizh corrisponde il punto di PV di coordinate

ijk
omogense [a;;;)]. Chiaramerjte N +1 & aguale al numero di monomi i tre varlabili di
grado n, & ben noto che 1 + N = %(n +1(n+2)dacui N = —21—n(n+ 3). Con una
notazione familiare a tutti i geometri indichiamo com |O{n)i lo spazio proiettivo deile
curve di grado 7, un sottospazio proiettive di |O{n)| st dice an sistema lineare, lo
stesso spazio [(Q{n}] & un sistema lineare detto completo. Se I, ..., D, sono curve
di grado n denotiamo con < Dy, ..., D, >C |O{n)] il sistema lineare da esse generato.
Se V & un sistema hneare chiameremo dim V' la dimensione del sistema, un sistema

Hneare di dimensione 1 st dice un fascio.

Sia V < |@(n)] un sistema lineare, un punto p € P? si dice un punto base di V" se

per ogni curva D € V vale p € D, denoteremo BS{V)} 'insiemne del punti base di V.
Se ¥V & un sistema lineare di dimensione r e Fy, ..., F, sono le equazioni di un insieme
di curve indipendenti di V', allora le curve di V' sono tutte e sole quelle di equazione
3NFL

L'equazione di un iperpianc in |Q{n)| si dice una condizione lineare sulle curve di
grado n. Se p € P? la condizione p € D & una condizione lineare su |ni|, infatti
se p = [ug,vy09], una curva di equazione 3. ai;pwhzlaf contiene p se e solo se vale
S aivivivk = 0 che & Pequazione di un iperpiano in {Q(n)].

Pill in generale se P & una proprieta definita sulle curve di grado n ¢ V ¢ {O(n)] &
un sistema lineare, diremo che P irnpone r condizioni lineari su V' se 'insieme delle
D ¢ V che soddisfane P & un sottospazio proiettivo di codimensione r. Ad esempio
la condizione di passagglo per un punto p (il termine passaggio nasce dal fatto di
pensare intuitivarmente un sistema lineare come una curva che si muove in P2 in uno
spazio dei parametri che & uno spazio proiettivo) induce una condizione lineare su un
sistema ¥ se ¢ solo se p non & un punto base di V.

Esgrcizio 10:  Trovare la dimensione del sisterna lineare delle coniche passanti per 4

punti non allineatl.

EserCizIO 11: Non tutte le condizioni fineari su {O{n)}, n > 2, sono indotte dal
passaggio per un punio,
ESERCIZIO 12: U passaggio per r punti distinti di P? induce s < r condizioni lineari
su |Of{n}|. Quante condizicni lineari impongonoe 4 punti allineati su |O(2)}7
Un insieme finito di punti § © P? si dice in posizione generica se la condizione
di passaggio per ogni sottoinsieme di cardinalita m induce m condizioni neari sulle

. 1
curve di grado n per ognl 7 tale che m < -ﬁ(n + I{n+ 2.
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Ser<nepePlalora V= {D¢|0n)}:my{D)>r} ? un sistema lineare di
codimensione —1—r(r + 1}, infatti in un sistema di coordinate tali che p=[1,0,0], una
curva [0 di equazione affine 0 = agg +awr+any+ ...+ai];riyj +.. allora m, (D) > r
se e solo se a;; = 0 perogni 14 <.

Teorema 4.1.(Teorema di Gergonne, 1827} Siane C, D due curve piane di grade n
che si intersecano in esatfamente n® punti distinti. Se nm di questi punti apparten-
gone ad una curva E di grade m < n allora i restanti ni{n — m) punti appartengono

ad una curvae H di grado n—m.

Dim. Siano p1, ..., pre | punti di intersezione di ' e D, dal teorema di Bézout segue
che necessariamente €, D, E sono curve ridotte e p; € un punto liscio per C,D, E.
Siano C,, t € P! le curve del fascio V generato da €' e I, si noti che CND = BS(V).
Sia E = E;+...+ E, la decomposizione in componenti irriducibili e sia m; il grado di
FE;. Sia per ogni i, q; € E; — BS{V) un punto fissato, esiste allora un unico t; € P!
tale che g; € Cy,, siccome E; 1 ¢ M D deve necessariamente contenere nm,; punti,
E;nCy, contiene almeno nm; + 1 punti e quindi E; & una compenente di C,,. Si noti
chese g=q; = q; £ E;NE;, i # 7, allora ¢ & un punto singolare di £ e quindi non
appartiene al punti base di V, ragionando come sopra ne segue che t; = t; == ¢ per

ogni i,7. Dunque E & contenuta in una curva C, del fascio, basta quindi prendere

Corollaric 4.2.(Teorema di Pascal, 1640) Le coppie di lati opposti di un esagono
inscritio in una conica ridotte si intersecano in punti allineati.

Dim. (Pliicher, 1828) Siano Ly, Lz, .., Ly 1 latl successivi dell’esagono inscritto nella
conica E. DBasta osservare che le due cubiche C = Ly + Ly -+ Ly, D=Ly + Ly + Lg
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si intersecano in 9 punti e 6 di questi appartengono a E. i
Un’altra elegantissima dimostrazione di 4.2 sard proposta come esercizio nel capitolo
V1, altre dimostrazioni del teorema di Pascal {1640) sono riportate in [Sev] §11. L’ar-
gomento originale di Pascal era quello di ricondursi ad un cerchio mediante una affinitd
& poi usare le proprietd metriche della geometria euclidea.

Lo studio del sistemi lineari e delle condizioni Lneari & un ottimo strumento per
stabilire Pesistenza di curve con date caratteristiche.

Ad esempio si consideri &£ punti p1,..,px € P2 e rq, ...,y interi positivi. Se n(n+3) >
Yori(ri + 1) allora esiste una curva C di grade n tale che my,, (C) = r,, infatti la

1
dimensione di [O(n}] & ;n(n + 3) mentre e condizioni my, (C) = r; inducono al pitt
1 sy .
3 Z r.(r; + 1) condizioni lineari.

Teorema 4.3. Sia C curva irriducibile di grado n e siano py, ..., px 1§ punti singolari
di O, se r; € la molteplicita di p; vale

(n=Lr=-2)2 riri— 1)

Dim. Abblamo gia dimostrato che n{n—1) = 3 ri(r; — 1}, dato che (n—1)(n+2} >

n{n — 1) si ha che

h =

((n=1)n+2)~> riri~1)) 20,

B2 ke

sceltl gy, ....gn punti non singolari di ¢, per quanto osservate precedentemente esiste
una curva D di grado » — 1 passante per q)....,qn © tale che my (D} > 7y — 1 per
ogni i = 1,..., k. Dato che € & irriducibile e distinta da D vale il teorema di Bézout

k 3
n(n=1) 2 ) myp, (Chmp, (D) + 3 mg, (Chme, (D)

izl

& k
> S = = D+ 2+ 3 - 1)
=1

i=1
da cui segue tutto. {j
Esistono dei casi in cui in 4.3 vale "'uguaglianza, ad esempio la curva di equazione
affine 47! = g™ possiede un punto di molteplicitd n — 1.

Le curve di grado 2,3,4,3,6,...,n si dicono rispettivarnente coniche, cubiche, quarti-

che, quintiche, sestiche,...,n-iche

Proposizione 4.4. Sia V' un fascie di curve ¢ p punto base di V'; allora per egni
P

terna distinta C, DN E €V wale vp(C, D) = v,(C, B} = v,(D, E}.
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Dim. Segue immediatamente dalle proprieta del risultante, in particolare fa 1.3.d) del
capitolo ITL O

{Jn altra significativa applicazione dei sisterni lineari si ha nel seguente

Teorema 4.5. (Del tangenziali di MacLaurin, 1748) Sia C' una cubica irriducibile,
per ogni punto nonsingolare p € C si definisce il fangenziale di p come il terzo punto
di intersezione di C con la refta tangente in p.

Se tre punti lisci di C sono allineati allora anche 1 loro tangenziali sono allineati.

Dim. Siano pi1, p2,p3 € C punti lisci allineati e sia L la retta che li contiene; dicendo
guesto si intende che py,p2,p; sono i punti di intersezione di L e ' contati con
molteplicith. Se p; = po allora ps & il tangenziale di py e py ed il teorema ¢ banale.
Possiamo quindi supporre senza traumi che la retta L interseca trasversalmente C.
Siano T4,T5, 75 le rette tangenti a C nei punti pi,pe, pa rispettivamente e sia V' il
fascio di cubiche generato da C' e Ty + Ty + T3, Preso un punto ¢ € L — ' esiste
unica una cubica D & V che contiene ¢; dato che i tangenziali appartengono al punti
base del fascio appartengono anche a D e se proviamo che 7 = 2L+ R allora saranno
contenuti nella retta K. 3

La retta L interseca [ in almeno quattro punti distinti, p1, pa, ps, ¢ € per Bézout si ha
D = L+ con @ conica. Dato che per ogni ¢ vale v, (C, D) = 1, {C, 11+ T +T3) > 2
e 11, {C, L) = 1 i punti p; devono necessariamente appartenere a ¢ che deve quindi

contenere I come componente. s

Tangenziali di MacLaurin

EsERCIZIO 13: Se k punti di P? inducono & condiziont lineari sulle curve di grado n
ailora inducono % condizloni lineari su {O(m)| per ogni m > n.

Esgrcizio 14: (Principio di Lamé, 1818}

Stano €, [} curve di grado n che si intersecano in n® punti distinti g1, ..., paz . Ogni curva

di grado n passante per pi,...,p,2 appariiene al fascio generato da C, D.

EsSERCIZIO 15; Provare che n-+1 punti distinti di F? induceno condizieni indipendenti

sul sistema lineare delle curve <i grado n. Si deduca quindi per induzione su n che la
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dimensione di |O(nj| & %n(n +3).

5. Esercizi complementari

TSERCIZIO 16: Siano Cy,..,C, curve senza componenti comuni di gradi n: > ny >

. 2 1. Allora i supporti di C4,...,C» hanno al pili nin, punti in comune.

Esgrcizio 17:  Provare che in caratteristica p esistono curve irriducibili C e punti

esterni ¢ tali che ogni retta passante per g & tangente a p.

ESERCIZIO 18: (%) Sia data una curva irriducibile € con al pil singolaritd. ordinarie ed
un punto g € PP? taie che la polare ,; # indeterminata, o equivalentemente tale che tutte
le rette tangenti a C nel suel punti lisci passano per ¢ ( una curva siffatta si dice strana).
Assumnendo che my(C') £ 1 si provi che C o & una retta oppure una conica. in caratteristica
2 { il risultato & vero anche senza l'ipotesi m,(C) € 1 ma la dimostrazione sembrerebbe
richiedere strumenti non ancora visti}.

{Sugg. Trattare separatamente i casi ¢ € C e ¢ € . Nel primo caso st prendano
coordinate affinl z,v tali che ¢ = (0,0} e detta f l'equazione affine di ¢ st ha che f
divide = f; +yfy . Nel secondo caso siane z,y,2 coordinate omogenee tali che g = 0,0, {]
e detti n, F il grado ¢ Pequazione di C si provi che la caratteristica di K divide n e che

Fy, F, hanno un fattore comune di grado n — 2.)

EsERrC1Zio 19: Sia ¢ curva ridotta, p € ¢ liscio, charl& == 0, allora esistono al pid
n(n —~ 1} ~ 1 rette tangenti a C passanti per p {Sugg. calcolare il grado del risultante di
F,F, quando Ag = 0).

EsErciZio 20:  (++7) Data una curva € di grado n, una retta ! si dice una tangente
semplice a € se {1 ¢ contiene esattamente n — 1 punti o in altri termini 1 punto di
moltepiicityh 2 e n— 2 punti di molteplicitd 1. Provare che se K ha caratteristica 0 e ¢
& liscia esistono al pit un numers finito di rette che non sono ne trasversali ne tangenti

semplicia C.
Esgrcizio 21: Se € & una unione di rette allora vale il segno uguale in 3.8,
FSERCIZIO 22 In caratteristica O per ia polare generica €, vale m,(C,) = my{C) —1.

Esercizio 23:  (x) Sia p € €N D e sia ¢t Il numero (contato con molteplicity)
delle componenti comuni ai coni tangentl a C' e D nel punto p, provare che v,(C, D) >
mp(Cym, (D) + £ (Sugg. nella dimostrazione di 3.5 valutare i} rango della matrice A{D}

ed utilizzare Pesercizio 14 del capitolo I).
ESERCIZIO 24: Per ogni n st determini il massimo intero k& = k(n} tale che presi comun-
que k& punti distintl ps, ..., ps, il passaggio per p1, .., px impone esattamente k condizioni

lineari {esempio k{2} = 3}.
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ESERCIZIO 25: Siane a,b, ¢ tre punti distinti di una conica irriducibiie e siano 4, B,C
le rispettive rette polari. Dimostrare che i punti p = AN (b + ¢}, ¢ = Bnif{a+ ¢},

g = CM{a+ b} sonc allineati.

ESERCIZIO 26: Sia L retta, p€ L; C, D curve di grado n senza componenti comuni.
Provare che:
i) Esiste al pilt una curva &' €< €, D > contenente L.
i) Per ogni €' €< C, D > vale v,(L,C") = min{in{L,C),1,(L, D)} e vale = eccetto
per un numero finito di €.
si dica se i punti i} e i) continuano a valere se si considera una curva irriducibile E al

postn della retta L?

Esereizio 27 Costruire un sistema lineare di quartiche di dimensione 3 con esatia-

mente 12 punti base.
Esgrcizic 28: Trovare una quariica irriducibile con tre nodt

ESERCIZIO 29: Dati 4 punti distint} py, ..., pa, determinare tutte le guartiche che hanno

punti doppl in p; per ogni 4. {per 4.3 tali quartiche non posseno essere irriducibili}.

Esercizio 30:  Sia charlK # 2,3. Una cubica irriducibile possiede al pit un panto
singolare, provare che ognt cubica irriducibile singolare st pud scrivere in un opportuno

\ . . . 2 3 2
sistema di coordinate affini come y*® = =% oppure y* = z° + z*.

ESERCIZIO 31:  Sia cherK # 2,3, flz,y) omogeneo di terzo grado. Mostrare che
esistone a, 8 € K tali che f(z,y) + adz® +2y) + G{z’y + ¢} possiede una radice tripla.

EsErRcizio 32:  Siano fo, /i € Kiz] senza radicl comuni, se -&% # 0, i polinomi
Ji = (1 — &} fa + £f1 non possiedono radict muitiple per quasi tutti 1 ¢ (cioé eccetto un

numero finito).

EsErCizIo 33: Siano fa, f1, f2 € Klze, 2] omogensi di grado n senza fattord cormumni. Si
pud definire una applicagione ¢: P! — P?, ¢lwg,z1) = (folzo, z1), filze, 1), falzo, 21)).
Provare che 'immagine di ¢ @ una curva irriducibile C'; se inoltre esiste ¢ € € tale che
@ He) contiene un solo punto {(contate con molteplicitad) allora C ha grado n. {Sugg. i
punto [vg,vy,vs] appartiene all'immagine di ¢ se e solo se le forme binarie v f; — v; f

hanno una radice comune).
ESERCIZIO 34: Precisare il concetto di molteplicitd usato nell’esercizio precedente.

ESERCIZIO 35: Siano €, D, curve di grado n tali che €' sia irriducibile, C, D senza
componenti comuni e per ognil p € CN D vale 1,(C, DY = 1,{C", D) = 1,(C",C) allora
O < O, D >, Mostrare che questa ultima conclusione & in generale falsa se ¢’ ha delle

componenti multiple.

ESERCIZIO 36: {Teorema di Jacobi, 1836)
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Siano pi, .., Pnm punti distinti di interserzione di una curva di grado n e di una curva
irriducibile di grado m < n e sia p = §(m ~ 1)(m - 2}. Si provi che i punti p; nducono

mn — p condiziont lineari indipendenti sulle spazio delle curve di grado n

Nota. 1 teoremi di Gergonne, Jacobi ed i principio di Lamé sono casi particolari
deilimportantissimo Teorema AF + BG di Max Noether (1872) che affronteremo e
dimostreremo nel prossimo capitolo.
Nota. (cf. [E-C]) Ci pud sembrare strano ma, mentre la teoria delle curve algebriche
piane & stata uno del temi centrali della matematica del XVIII secolo, lo sviluppo
deli’algebra lineare e degli spazi a pitt dimensioni nasce invece all’inizio del secolo XIX.
Si capisce quindi come nel 1750, Cramer ritenesse un paradosso il fatto che %n(nwk 3
punti contenuti nell’intersezione d¢i due curve non determinano univecamente una
curva di grado n passante per essi. (Oltre a Cramer, lo stesso fatto mise in crisi pure
Mac-Laurin ed Eulere).
ESERCIZIC 37 Siadato un quadrilatero in P2 di vertici a,b, e, d e sianc ¢, f, g i punti di
intersezione delle diagonali. Due cubiche passanti per a,b,¢,d, e, f,g e aventi un contatto

multiplo in e hanno i nono punto di intersezione sulla retta f+ g.

ESERCIZIO 38: Siano C e D curve di grado n tali che Sing(C)N D = §. Se E &
una curva di grade n tale che v,.(C, D) = 1,(C, E) per ogni p € C allora C & ridotta e
appartiene al fascio di curve generato da F e D.

Provare inoltre che tale risuitato © generalmente falso se D contiene un punto singoiare di
o

EseErcizio 39: Sia f € Uk, y, 2] irriducibile ed omogeneo di grado n e sia

Vil f) = {iz, %, 2] € PR} Fla,y,2) = 0}

Vale allora una delle seguenti possibilita:
i) Esiste una costante pon nulla ¢ € € — {0} tale che af € Rlz,v, 2],
i} Va(f) contiene al pilt n? punti.

ESERCIZIC 40: Sia F un fascio di curve di grado n e sia [ una retta che non interseca
il luogo base di F. Provare che se il campo K ha caratteristica 0 allora vi sono al pid
2 ~- 2 curve del fascio che sono tangenti a L. Mostrare con un esempio che lo stesso
risultato & falso senza ipotesi sulla caratteristica di K.

ESERrCIZIO 41: Sia € una curva affine di equazione f(z,y) = 0 avente una cuspide in
o = (0,0). Sia incltre L 'unica componente del cono tangente a € in o. Se charK # 2
le seguenti condizioni sono equivalenti:

1) wafC, L} = 3.

2) A meno di un cambio lineare di coordinate si ha f = y* 4 34 termini di grado > 4.
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Una cuspide con tali caratteristiche si dice cuspide semplice.

ESERCIZIC 42: Si disegni {approssimativamente) la parte affine reale delle curve di
equagioni: ¥ + et = ¥z~ 2), ¥ =22 - 1}, ¥ =2 (2" - 22 - 3).

ESERCIZIO 43 Sia L unarettain P2, u(z,y, z) omogeneo di grade 2n-2 e [zi,yi, 2] €
P2, i = 9,..,2n, i puntl di intersezione contati con molteplicita di L con la curva di
equazione ¢ 4 y™n L P = gy,
Provare che ZoZi...Z2n -+ Yo..-Y2n + Jo.--Zan = 0.

ESERCIZIO 44: Determinare e descrivere 1 punti singslari {su €) deile curve di equazioni
Az —y)? —dzHz + 32)F = 0, (By —x — 2)® = 216ayz, (2° — 2"y = (4F - M.
ESERCIZIO 43: Siano pi,...ps € P? punti in pesizione generica e 5 una sestica con
8 puntt doppi in p1, ..., ps. Provare che 'equazione di S & a2+ UV +cV? = 0Q con
{7,V equazioni di cubiche passanti per p1,...,ps ¢ C equazione di una conica passante per
D1y P50

ESERCIZIO 46: Caratteristica # 2,3. Siano F(zo,z1,22), G{zs, 1,22} omogenei di

gradi 2,3 rispettivamente. Studiare le singolaritd della sestica di equazione 3@t =0.

ESERCIZIO 47: Caratteristica # 2,3. Trovare le tangenti dal punto [1,1,1} alle cubiche
di equazione (2* +y%)z = 22%, 2° +¢° = 22°

FESERCIZIO 48: Caratteristica # 2. Provare che esistono guartiche irriducibili con tre
cuspidi. {Sugg.: Si determini il sistema lineare delle quartiche aventi punti singolari in
[1,0,0], {0,1,0] e [0,0,1].

ESERCIZIO 49: Sia ) una guartica irriducibile con tre cuspidi in pi,pa,ps. Provare

che le componenti dei coni tangentl a @ in p1, ps, ps Sono rette concorrenti.

EsERCIZIO 500 (Trucco di Berzolari)

Sia € una curva piana ridotta di grade n esiano Ly, ..., L. rette tre a tre not concorrenti
e tali che ¢ interseca Ly Lo+ ..+ L. in n? punti distinti. Si costruisca un sottoinsieme
5 < C prendendo gli n punti di intersezione di € con L, r punti di L. N per ogni
= 2,..,n ed un punte p € € esterno alle rette L;. Provare che S ha cardinalitd

n{n + 3) e che C & 'unica curva di grado n che o contiene.

[

ESERCIZIO 51: Sia £ ¢ Clag, 21, 22] omegeneo di grado 2 esia C C T la curva affine
di equazione f{z,y} = F{z,y,1). Provare che le seguenti condizioni sono equivalenti:
i} 0N R? & un cerchio.
iy F(1,4,0)= F{1,-5,0) =0 e CN R? contiene almeno tre punti non allineati.
I due punti ali'infinito [1,44,0] si diceno punli ciclici.
ESERCIZIO 52: {Teorema di Miquel, 1838},
Siano A, Az ¢ Asg 1verticl di un triangole in R? e per ogni coppia {i,5) sia Ay = Aj;

un punto interno al lato di estremi Ay, Aj; .
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Detto C; ¢ R? il cerchio passante per i tre punti A1, Aie, Aiz si hache CynCenCs # 0.
{Sugg. Detta L; la retta contenente il lato del triangolo opposto ad 4. si consideri le
curve B; = Ci+ L,. Per continuitd st pud assumere che esista una coppia 4,7 tale che B;
interseca B; in 9 punti distinti di I’%. Usare quindi il teorema di Gergonne e Pesercizio
51}

Tecrema di Miquel

W

ESERCIZIO 53:  Sia € una curva di grado n di equazione F; charK = 0 oppure

char. > n. La polare £ & indeterminata se ¢ solo se € & unione di rette passanti per 4.

ESBRCIZIO 54:  (#) Un sistema lineare bidimensionale V di curve piane si dice una
rete di Laguerre se esiste un isomorfismo proiettive ¢: P? —» V' tale che p € ¢(p) per ogni
p e P2 Dati 7 punti di P? in posizione generica {i.e. nessuna terna allineata e nessuna
sestupla in una conica} provare che le cubiche passanti per i sette punti formano una rete di
Laguerre. {Sugg. Siano €,y cubiche generiche per i 7 punti di equazione £, Fy e siano
@, b 1 rimanenti punti di intersezione; provare che la retta L = a + b non contiene nessuno
dei sette punti base. Esistono coordinate omogenee za,z3, 22 tali che L = {&p = 0} e
e iy e Ry dnullasu L))

ESERCIZIO 35: {Tsorema di Carnot, 1803}

Sia ¢ ¢ P? una curva piana di grado m e stano ai,..,a, € PP~ C. Perogni i = 1,.,n
siano G, .. bim i punii di intersezione (contati con mokteplicitd) di C con la retta @;a+1 -

Provare che

H(ﬂ.{....anblj-"b“j) =1
jml

{Sugg. Prendere un sisterna di coordinate affini z, y tali che la retta all’infinito non contiene

nessuno dei punti a;, bi;, detta f Dequazione affine di ' si provi che H‘(aiugﬁb‘-j) =
j=i
flas)
floigr)

EsSERCIZIO 536: Dedurre il teorema dei tangenziali di MacLaurin dal teorema di Carnot

& dal teorema di Menelao.

ESERCIZIO 37: (Trasformata di Tschirnhausen, 1861)
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In caratteristica 0, mediante la riseluzione di alcune equazioni di secondo grado & possibile
ricandirre 1a soluzione di una equasione algebrica f(z) = 2" + @& '+ .. +a. =0 alla
soluzione di una equazione g{y) = y¥™ + bsy™ > + ... + b . (Sugg. si consideri il polinomio
howy—rz? —sz—t esia gly) = ¥ biy™ " il risultante dell’eliminazione di = da f e k.
Provare che b; & un polinomio omogeneo di grado 4 in r, 5,4},

ESERCIZIO 58: Utilizzare la trasformata di Tschirnhausen per ricondurre ia soluzione
dell'equazione di quarto grado alia soluzione di una equazione di terzo grado ed una equa-
zione biquadratica y* + by® + ¢ = 0.

EsercizIO 59: 8ia § ¢ P? un sottoinsieme finito di n+ 1 punti, n > 0. Provare che
S ® contenuto in una curva irriducibile di grade < n. Trovare inoltre un opportuno S
che non 3 contenuto in nessuna curva irriducibile di grado < n. {Sugg. si pud supporre
SCAY epi = (m,m) conle ascisse z; distinte. Si consideri una curva affine di equazione
¥y azt)

EsSERCIZIO 60: Trovare due polinomi f, g € K[z, y] monici rispetto a y e senza fattori

comuni tali che il risultante di f —wu, g ~ v abbia un fattore multiplo in Kiz,u,v].



V. Curve piane: argomenti scelti

1. Le coniche

In guesto paragrafo assumeremo, salvo avviso contrario, che K sia un campo alge-
bricamente chiuso di caratteristica diversa da 2.
Una conica € & una caurva algebrica piana di grade 2. Due coniche si dicono proietti-
vamente equivalenti se esiste una proiettivitd di P? che trasforma l'una nell’altra.
Una conica non irriducibile & unione di due rette che possono essere distinte o coinci-
denti.
Data una conica C di equazione F(zg,21,%2) = 0 chiameremo rango di € il rango

deila matrice Hessiana

Foo For Fap S
H=| Fg Fu Fip e M(33,K), Fijzw
Fog Fo Fa 70 ;

I rango di una conica non dipende dalla scelta del sistema di coordinate omogenee e

determina completamente a classe di equivalenza proiettiva

Teorema 1.1. Due coniche sono proiettivamente equivalenti se e solo se hanno lo
stesso rango. In particolare ogni conice & profettivamente equivalente ad una delle

seguenti:
i) z2 = 0, retia doppia.
i) woxy = 0, rette incidenti.
i) zpry = 2}, conica liscia.
Dim. $i consideri un punto p = [vg, vy, v} = [v] € P?; il punto p & un punto singolare
di C se e solo se Ho = (Fp(v}, Fi{v}, Fa{v)) = 0.
Se il tango di H & 1 allora esiste una retta L composta di punti singolari di C e

quindi deve necessariamente essere C = 2L,
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Se il rango & 2 esiste un unico punto singolare p = [v], proviamo che C & unione di

rette passanti per p. Se g = {y] € ¢ si ha per ogni a,b € K
2F{av + by) = (av -+ by) H{av + by) = y'Hy = 0

Infine se il rango & 3 la conica & liscia, siano p,q,r punti distinti di &, T, T, le rette
tangenti a €' nei punti p e g rispettivamente e o il punto di intersezione di T, e 15,
La guaterna p,q,r, 0 & un sistema di riferimenti di P2, esiste quindi un unico sistema
di coordinate omogenee x3,xy, 22 tali che

P = [1381 0}1 q = [Os 0, 1}: r= {1: i, 1]) O = an i, 0]

Sia F l'equazione di C in tale sistemma di coordinate, dalla condizione p,g € € &
deduce che Fgp = Foe = 0.

Dalla condizione che le equazioni di T, e T sono rispettivamente zp = 0, zp = 0 s
deduce che Fgy = Fi9 =0 esi ha F = arqeq — b:c%. La condizione di passaggio da r

impone infine che a = b. ]

La dimostrazione appena terminata & costruttiva e fornisce un metodo effettivo per
il calcolo della proiettivitd che trasforma una conica nella sua forma canonica. Tale
calcolo richiede la soluzione di una equazione di secondo grado ed alcuui sistem: di
equazioni lineari.

Nella precedente dimnostrazione la scelta del punti 2, ¢,7 & arbitraria, abbiamo dimo-
strato quindi il

Corollario 1.2, Date una conice irriducibile C e tre punti distinti p,q,r € C ssiste
un sistema di coordinate omogenee tali che p = [1,0,0], ¢ = [0,0,1], r = {1,1,1] ¢
Vequazione di C é zozz = 75 .

EsERCIZIO 1: Provare che il corollario 1.2 & vero anche in caratteristica 2.

Esercizio 2: Trovare le componentl irriducibill della conica di equazione

2 ) o2
3z -+ Browy + 2wome + 225 it — 2 = 6

Esercizio 3: Sia V' oun fascio di coniche generato da due rette doppie. Provare che

ogni conica del fascio & singolare.

Si consideri adesso Papplicazione v:P? -+ P? descritta in coordinate omogenee da

v(ty, ) = (8§, tot1, £3). Si vede facilmente che v & iniettiva ed ha come immagine la

conica di equazione zgzz = 5.
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Corollario 1.3. Sia € C P? una conica liscia. Fsiste allora une base ho, b1, ha
dello spazio vettoriale det polinomi omogenei di grado 2 nelle variabili 5,1, fale che

Uapplicazione h: P! — P?, definita in coordinate omagenee da
hita, t1} = (holfo, t2), halto, t1), halte, 1))

induce una bigezione tra P1 e (. Inoltre h é unica a meno di proiettivitq di P

Dim. Dato che 3,t5¢,%} formano una base dello spazio vettoriale dei polinomi omo-
genei di grade 2 in %o, t1, dal corollario 1.2 segue Uesistenza di un tale morfismo &.

Per dimostrare I"unicitd si pud assumere che € sia la conica di equazione 25z = i A
meno di comporre h con una proiestivith di P! si pud assumere che A{1,0} = [1,0,0],
R(0,1) = [0,0,1], A(1,1) = [1,1,1]. Si deve quindi avere hy = fof, M = ke,
hy = t,g con o costante e f,g polinomi omogenei di grado 1 tali che f{1,0) # 0,
G0, £0, f(1L,LD=g¢(1,1)=ae gf =aloh. |
I corcllaric 1.3 permette di definire su € una struttura di retta proiettiva, in parti-
colare & ben definito il birapporto di una quaterna ordinata di punti sy &. Su tale
struttura st basa il ben noto teorema di Steiner, infatti dato un punte [, b € P}, la
retta di P? di equazione bzy —axs interseca la conica zozz = ©1 nel punti p = [1,0,0]
e v(la,b]). L’applicazione {a,b] —+ az ~ bzs & una proiettivita tra P! ed il fascio di
rette passanti per p; similmente applicazione [a,b] — az; ~ bzg & una proiettivitd
tra P! ed it fascio di rette passanti per il punto ¢ = [0,0,11. Da quanto detto segue

dungue il

Teorema 1.4.(Steiner, 1832) Sia C una condca liscia, p,q € €, Fp, Fy i fasci di retle
passanti per p e g rispettivamente. Lopplicazione F, — Fy definita da F 3 L -

g+ s, dove s & il punto di intersezione di L con O diverso do p, ¢ una proieftiviid.

E facile dimostrare che ogni fascio di coniche contiene almeno una conica singolare.
Infatti siano Cy, O coniche di equaziont Fy, Fy e matrici Hessiane Hy, H» rispettiva-
mente. Se € @ singolare abbiame finito. Altrimenti si ha che la conica di equazione
Fy —tFy & singolare se e solo se p{t) = det{H; ~ tHa} = 0; I polinomio p(t) ha grado
3 e quindi ammette radici.

Se vogliamo determinare i punti di intersezione di due coniche €y, C'y st pud procedere
in almeno tre modi distinti.

1) Prendere un sistema di coordinate omogenee in cui il punto {0,0, 1] non appartiene
all’unione €7 U Cq, calcolare il risultante rispetto a zy delle equazioni di Cy ¢ Ch e
determinarne le radici.

2) Se ¢, @ singolare se ne determina le componenti irriducibili e quindi Vintersezione
di queste con C;. Se Oy & liscia, h: P! — C, & una profettivita (cf. Corollario 1.3)
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e Fy & un’equazione per €, 1 punti di intersezione sono in bigezione naturale con le
radici del polinomic omogenso in due variabili F{h{tq,t:)}.

3) Determinare una conica singolare Cy appartenente al fascio generatoda C) e Oy e
quindi ricondursi al caso particolare del punto 2) ricordandosi che se Cy # €, allora
CinCy=CynChy.

I metodi 1) e 2) richiedono ir generale la soluzione di una equazione di quarto grado
mentre il metodo 3) richiede solamente Ia soluzione di una equazione di terzo grado e
di tre equazioni di secondo grado.

Esempio 1.5. Il generico polinomio monico di quarto grado
Rley=z"+var® + 2% +cx+d
pud essere visto come il risultante dell’eliminazione di y dai polinomi
hley) =9 vazy+by+cz+d,  falzy)=y~2°

e quindi le radici di R corrispondono alle intersezioni delle coniche affini di eguazioni
fi = 0 e fo = 0. Le matrici Hessiane di f; e fo (o pit precisamente dei loro
ornogeneizzati) sono rispettivamente

G a ¢ -2 0 0
Hlﬁ a 2 b 3 Hg: \; 0 1
¢ b 2d d 1 0
e quindi
2t a c
p(f) = det(H1 - tHg) =1 2 h—t
¢ bt 2

Se avete gia letto il capitolo IT troverete interessante assumere la caratteristica di K
diversa da 2,3, porre ag = 1, 4da; = a, Say = b, 4oz = ¢, a4 = d ed eseguire la
“misteriosa” sostituzione ¢ = 4(s + as).

Un semplice conto che omettiamo ci da

p{4(s + ag))

5 = 48"~ g5 = g

gls) =~

%&4.

dove gy = agas — da1as + 303 € g3 = @oazas — apal + 2010303 — e — ¢
Il polinomio g{s) viene talvolta detto risolvente di R{r) e come abbiame visto la
quaterna delle radici di R & projettivamente equivalente alla quaterna formata dalle
radict di ¢ pin il punto allinfinito.

ESERCIZIO 4: Caleolare 1 punti di intersezione delie coniche di equazioni

2, 2, .8 )
zot+z1 Fry =0, T+ TF — ZpTy ~ Toxg = O
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ESERCIZIO 5: Scrivere Veguazione della conica affine passante per i punti (0,0}, (1,0},
(0,1} e tangente alla retéa & -+ y = 4 nel punto {2,2).
Dato che lo spazio delle coniche ha dimensione 5, per cinque punti distinti di P2
passa almenc una conica; inoitre tale conica & unica se i punti sono presi in posizione

generica. Pl precisamente vale la

Proposizione 1.6. Se per cingue punti distinti di P? passarc due coniche distinte

atlora quaitro di essi sono allineati.

Dim. Per Bézout le due coniche devono avere una retta L in comune e le due coniche
possono avere al pidt un punto di intersezione al di fuori di L. ]
Si noti che il teorema di Steiner pud essere interpretato come una condizione necessaria
¢ sufficiente sulle sestuple di punti distinti affinché siano contenute in una cenica. Se
C & una conica liscia di equazione F(zg,z1,72) =0 e p= [yo.y1,¥2], la curva polare
di p rispetto a C & la retta C, di equazione Fy(z) = y'Hr = 0 dove H indica
la matrice Hessiana di #. Dato che ¢ & liscia la matrice H & invertibile e guindi
Papplicazione p — C, definisce una profettivita P? — (P%)V.

Lemma }.7’ Nelle notazioni precedenti p € Cy se e solo se g € Cp,

Dim. La matrice Hessiana & simmetrica. In

Esempio 1.8. Sia I ¢ P? retta, p,q € L punti distinti, r = C,NC;,. Siha p,q € C,
e quindi L = Ci.

Teorema 1.9. € conica liscia. Se p € C allora Cp, & la retta tangente a €' nel punto
p. Se p & C allora C,, interseca C in due punti distinii ¢ per p pessano esatiomente
due rette distinte tangenti o C.
Dim. SepeCeqée Cpy, g#pallora p€ C, e quindi p+g=C, étangente a C in
p.
Se p € P? e C, & tangente a C nel punto ¢ € C allora per il punto precedente
C, = C, e p=g. Per Bulero se p ¢ C allora p & C, e quindi i punti di intersezione
di ¢, con C non sono allineati con p. £l
Quanto dimostrato mostra in particolare che, data una conica liscia € C IP?, Pinsieme
delle sue rette tangenti CV = {C, € (P?)¥|p € C} & una conica detta conica duale
di €. Si ha inoltre CVY = C.
ESERCIZIO 6:  Sia P® lo spazic di tutte le coniche e sia »:(F%Y -+ P5 data da
v{L) = 2L. L'immagine V di v & detta superficie di Veronese. Datl p,q € V ia retta

p + ¢ & contenuta nel luogo delle coniche singolari.

ESERCIZIO T: Provare che le coniche tangenti ad una retta data sono una quadrica non

degenere di 10(2)}.
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2. Corrispondenze e poligoni di Poncelet

In questa sezione daremo una dimostrazione del celebre teorema dei poligoni di Pon-
celet; le idee principali di questa dimnostrazione sono state indicate da Cayley nel 1871
{[Cay], [E-C] Libro I p. 164, [An]) e riposaro sulla teoria delle corrispondenze su P1.

Befinizione 2.1. Sia F{zg,T:,%0,71) un polinomio biomoegeneo irriductbile di bi-
grado (a,b). L’insieme dei punti

C=V(F)= {([E(}:i’?i}» [ymylj) e Pt x PIE Flzo,z1,00,11) = 0}

si dice una corrispondenza irriducibile di tipo {a,b).
Per il teorema degli zeri di Hilbert la corrispondenza € determira la sua equazione
F a meno di una costante moltipiicativa.

Ad esempio la diagonale

A= {{fzg, o], lyo, 1)) € P x PN zoyy — 21300 = 0}

& una corrispondenza irriducibile di tipe (1,1).

Pitz in generale se f(zo,7:), g(xo, ) sono polinomi omogenei di grado n senza fattori
comuni l'insieme

T = {{[zo,:} [vo. 1]} € P! x P! yog{zo, 21) ~ w1 f (2o, 21) = 0}

& una corrispondenza irriducibile di tipo (n,1). Si noti che I & il grafico defl’applica-
zione v: P! — P* data in coordinate omogenee da Ylza,x1) =(F(zo, z1), glwn, 1))

Definizione 2.2. Una corrispondenza & una combinazione lineare formale finita di
corrispondenze irriducibili a coefficienti interi positivi. In simboli una corrispondenza
& C=mCy+ ...+ mCy con m; >0 e C; corrispondenza irriducibile.

Ragionando come per le curve piane si dimostra che esiste una bigezione naturale
tra linsieme delle corrispondenze di tipo (a,b) ed il proiettivizzato dello spazio dei
polinomi biomogenei di bigrado (a, 5).

Se C' & una corrispondenza di equazione F(z,y) = 0 si definisce la sua inversa ¢!
come la corzrispondenza di equazione F{y,z} = 0. Il nome di corrispendenza inversa &
motivato esclusivamente da ragioni storiche (cf. [G-H] p. 283); sarebbe infatti molto
pil: sensato chiamarla trasposta. Si osservi ad esempio che (C) +Cp)~ 1 = ¢! +C5h.
Il nome di corrispondenza inversa & inoltre in aperta contraddizione con la seguente
{ugualmente storica)

Definizione 2.3. Una corrispondenza C si dice simmetricase € = 1.
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Si noti che se C ha tipo (a,b) allora C™! ha tipo (b,a) e che la corrispondenza di
equazione F & simmetrica se e solo se F(z,y) = 6F(y,z), 8° = 1.

Definizione 2.4. [ punti fissi di una corrispondenza C sono i punti di intersezione
di € con la diagonale A.
Se F & 'equazione di € le radici del polinomio f(zg, 1} = F (2o, 21, %¢,21) sono in

bigezione con i punti fissi; si ha dunque il

Lemma 2.5.(Principio di Chasles) Sia € wna corrispondenza di tipo {a,b). Se la
diagonale & non & una componente di C allora C contiene a+ b punti fissi contati
con moltepliciéd.
ESERCIZIO 8: Sia  una corrispondenza simmetrica non contenente la diagonale A, 1l
punto (p,p) & un punto fisso multiplo se e solo se la retta {p} x P & tangente a C nel
punto {p,p). (Sugg. Se F & lequazione di € provare che Fiz,y) = Fly,z}.)
Se Ia caratteristica del campo K 2 0 o sufficientemente alta & facile calcolare il numero
di punti p tali che la retta {p} x P! & tangente ad una data corrispondenza C di tipo
(a,b}. Sia infattl F{zs, 71,0, y1) Vequazione di C, se pensiamo F come una forma
binaria di grado & a coefficienti in K[z, z1] allora i punti p cercati sono le radici
del discriminante A{zg,z1} di F. Siccome il discriminante di una forma di grade
b & omogeneo di grado 2b — 2 nei coefficienti della forma ne segue che A(xg,z1) &
omogeneo di grado 2a(b— 1) neile variabili zg, ;. Abbiamo quindi il

Lemma 2.8. Sia € una corrispondenza di tipo (a,b) senza componenti multiple. Se
la caratteristica di K ¢ 0 oppure > b esistono 2a(b— 1) punti p € P! contati con
molteplicita tali che la retta {p} x P! & fangente a C.
Classicamente una corrispondenza € di tipo (a,5) veniva interpretata come una ap-
plicazione “algebrica” di grado o definita su P! a valori nello spazio proiettivo delle
b-uple non ordinate di punti di P!, Piu precisamente al punto p € P! si associava la
b-upla Cp = C 1 ({p} x P1). Si aveva quindi in particolare che:

p € C, se e solo se p & un punto fisso.

peCyseesolose ge Cl.
Se ' e D sono due corrispondenze viene spontaneo definire la loro composizione DoC

in modo tale che per ogni punto p € P! si abbia
Do CP = UQECPD‘?

In termint moderni e rigorosi si definisce la composizione mediante 'nso del risultante.
Se il polinomio F di bigrado {a,b) & I'equazione di € ed il polinomio G di bigrado
{(m,n} & Pequazione di I} si definisce D o C' come la corrispondenza di equazione

H{xzg, w1, 0, 41) = Ry m(Flxo, 21, 20, 21), G{20: 21, Yo, 41))
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dove il risultante & fatto considerando F e G come forme binarie nelle variabili zp, 2; .
Tale definizione & perfettamente compatibile con la descrizione intuitiva di corrispon-
denza composta, infatti se p = [up, u;] & un punto fissato tale che {p} x P! non & una
componente di € si ha, a meno di costanti moltiplicative

b
H(ug,u1,50,31) = | [ Glevi, Biswo, 1)
i=1
dove [e;, 3] € P!, i =1,...,b sono tutte e sole Ie radici della forma Flug,ui, 20, 2;).
Dalle proprietd basilari del risuitante segue immediatamente che:
1} Se C ha tipo (a,b) e D ha tipo (m,n) allora D o C ha tipo (am,bn).
2} (DoC)"'=C"'eD ! equindi C~!eC & simmetrica,
3} Do(Ci+Cay=DoCy+ Doy, (Di+Dh)eC=DoC+Dyo(.
Esercizio 90 Siane £, D corrispondensze irriducibili. Se per infiniti punti p & P! vale
Cp C Dy allora C =D,
Eszrcizio 10: (Teorema di Bézout per le corrispondenze).
Due corrispondenze senza componenti comuni di tipo {a,b) ¢ {m,n} si intersecano in
an -+ bm punti contatl con molteplicita.
Si consideri adesso due coniche liscie @1, @y < P? e identifichiamo @ con P!
tramite una proiettivitd fissata. Si assuma inoltre la caratteristica del campo diversa
da 2. Vogliamo mostrare che esiste unica una corrispondenza B € Q) x Q) simmetrica

di tipo {2,2) tale che {p,g) € B se e solo se la retta I C P? tale che LNQy = {p,q}
2 tangente a (Ja.

Per mostrare ¢id fissiamo un sisterna di coordinate omogenee su P2, sia H la matrice
Hessiana di @ e f = (fo, fr, f2): P! -» @ una proiettivith fissata; i polinomi f; &
Kitg, #1] sono omogenet di grado 2.

Fissato un punto p = [u] € P?, u = {ug, uy, uz) la conica Sy di equazione
("wHz) ~ (‘uHu)( 'zHz) =0

& P'unione delle due rette {possibilmente coincidenti) passanti per p e tangenti a Q3.
In particolare se p € (01 si ha:

) (5, Q1) =4sepeQy e T,0 =T0:.

i) v {Sp, Qi) =3 se p g Qy e Ty & tangente a @7 in un punto ¢ # p.

i} vp(8,, Q1) = 2 in tutti gl altri casi, ciod se T,y non & tangente a Q.
Dunque se § C ¢ x Qy ¢ la corrispondenza di tipo (4,4} di equazione

{*Feo, e H Flye,y)) = (" floo, ) H fro, =)0 Flyo, v ) Hf (yo, 1)) = 0

si ha che 5§ = B + 2A dove B & la corrispondenza cercata.
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EsSgRCIZIO 11:  Nelle notazioni precedenti sia B™ ¢ Q1 x @y la composizione di
B con se stessa n volte. Provare che {p,q} € B" se e solo se esiste una successione
P == P0, P10 Pn = g € Gy tale che per ogni i ia retta pi-y + pi & tangente a Qa.
Fissato un intero n > @ ed un punto p € (1 possiamo costruire due punti p(}n)’ ;o(gn] €
{21 nel modo seguente, ’
Siano Ly, Lo le rette per p tangenti a §z. Si definisce p} come i secondo punto
di intersezione di Ly con @1 e L} come la seconda retta per pj tangente a Q. Si
definisce poi p{ come ii secondo punto di intersezione di L} ; proseguendo per n passi

si arriva a definire pin}.

(n)
Pz
Si vede facilmente che Papplicazione p — {pgn}, pgn)} & indotta da una corrispondenza

Ripetendo la stessa procedura partendo da Lo si definisce

simmetrica B(™ di tipo (2, 2), basta infatti definire per ricorrenza B = 24, B(Y) =
B e perogni n > 2 BU = Bopln-l — gln=3),

Si possono verificare due casi. Nel primo la diagonale A & una componente di B™)
e quindi ogni punto di ¢y & vertice di un peligono chiuso di n lati mscritte a G
e circoscritto a Q2. Nel secondo caso la diagonale non & una componente di B e
quindi esistono 4 = 2 + 2 punti fissi di B™ contati con molteplicita.

Siamo adesso in grado di dimostrare il ben noto

Teorema 2.7.{dei poligoni di Poncelet, 1822) Siano Q1,Q2 C P? due coniche liscie

definite su di un campo algebricamente chiuso di caratteristica # 2 e n > 3 un interc.

Per ogni punte p € () st consideri lo seguente proprietd:

{P) Esiste una n-uple ordinate &i punti distinti p1,p2, . Pn € G taliche p=p; €
le rette pp -+ Py, Pi -+ Doyt sono tangenti o Qg perogni i=1,..,n~1,

Se la proprieté (P) & vera per un punto allora & vera per tutli ¢ punti di &) eccetlo

un nsieme finito.

Dim. Si assuma vera Ja {P) per un punto p e siano p = py,..., pn 1 vertici dell’ n-gono
relativo; st osserva innanzitutto che la (P) & soddisfatta da py, ... pn.

Siccome pi, ..., P 50no0 tutti distinti si ba che per ogni i = 1,..,n~1 la corrispondenza
BU non contiene la diagonale e quindi esistono al pit finiti n-goni inscritti a @,
circoscritti a @, aventi almeno un vertice punto fisso per B per qualche i = 1,...,n—~
1; Sia R C Q) lunione dei vertici di tali n-gond. '

Dalle definizioni segue subito che un punto p ha la proprieta {P) se e solo se & un
punto fisso di B(™) e non appartiene a R. Basta quindi dimostrare che B'™ contiene
la diagonale.

Distinguiamo tre casi:

1) n > 5: la corrispondenza BY) ha almeno n punti fissi e quindi deve contenere la

dlagonale.
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2) n = 4: basta dimostrare che esiste un punto fisso di B distinto da py,...ps.
Sia ¢ € @ NQy, 1 € Q1 il secondo punto di intersezione di Qy con T,Q:, L la
seconda retta per g1 tangente a Q2 e gp il secondo punto di intersezione di @y con
L. Lasciamo al lettore la semplice verifica che g3 & un punto fisso di B distinto dat
punti p;. _

3) n = 3: Qccorre trovare due ulteriori punti fissi di B . Distinguiamo due sottocasi:
3.1} Esiste un punto di contatto multiplo tra @y e @, ciok esiste g € (1 N (s tale
che T,Q = T,QQ2. Lasciamo per esercizic al lettore provare che p & un punto fisso di
molteplicitd > 2 per ogni corrispondenza BUY, ¢ > 1.

3.2) (7 e (J; si intersecano trasversalmente. Dalla teoria della polarita segue che
anche le coniche duali si intersecano trasversalmente e quindi esistono esattamente
quattro rette distinte L, .., L4 che sono contemporaneamente tangenti a () e Qz. Per
ogni ¢ sia ¢; il punto di intersezione di L; con @y, L} la seconda retta per ¢; tangente
a (J3 e s; i secondo punto di intersezione di L con Q1. I punti s1,...,54 sono punti
fissi di B e non possono essere tutti coincidenti. Concludiamo la dimostrazione
osservando che se p € R 'n-gono di Poncelet costruito a partire da p & ancora chiuso
ma pud avere lati e vertici ripetuti, r

q

Punti fissi di B Panti fissi di B (4

Triangoli di Poncelet
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Per una dimostrazione {non banale) di 2.7 che utilizza i metodi classici della geometria
proiettiva rimandiamo a [Sev. p. 226]. Si notl come nel case n = 3 it tecrema dei
triangoli di Poncelet segue faciimente dal teorema di Brianchon (vedi esercizi}, {cf.
[E-C] libro II, p. 69.)

Esempio 2.8. (Le corrispondenze associate ad una curva pianaj.

Siano a,b punti distinti di P?, L == a+ b la retta passante pez essie F,, F i fasci di
rette passanti per a e b rispettivamente.

Per ogni curva C ¢ P? di grado n si pud associare in modo naturale una corrispon-
denza C,; C F, x F, di tipo (n,n) nel modo seguente:

a) Dal punto di vista sintetico una coppia (L1, La) € F,, x F} appartiene a Cyp se e
solo se OMLymiLy #48.

b} Dal punto di vista algebrico, se zg, 1, %2 & un sistema di coordinate omogenee tali
che o = [1,0,0], b = [0,1,0] ed L @ la retta ail'infinito il punto di intersezione di
una generica coppia di rette Ly € F,, Ly € F si ottiene risolvendo il sistema lineare

omogeneo
{u(;:n; — ULy =
Ty — 1Ty = 0

che se (ug,vg) # (0,0) ha come Esoluzione
{$g, 1, :L‘z) = (uD‘U1, Uty , ug‘vg)
e quindi Cup & la corrispondenza di equazione
Glug, uy, v, 1) = Flugus, o, tets)

Si noti che se se ¢ € C (risp. b € C) allora F, x {L} {risp. {L} x F3) & una
componente di C,, e che C;é =Cha-
L'equazione affine di C, , nellaperto affine (F, — {L}) x (Fy ~ {L}) = {upvy # 0} &

gle,y) =G, r, Ly} = Fly,z, 1)

e quindi le curve affini Cpp — (F, x {L} U {L} x F) e C — {L} sono isomorfe. £
quindi possibile ricostruire C conoscendo Cl, . Infatii se €, ha tipo (n,n) ba-
sta aggiungere un certo numero di volte la retta L alla curva di equazione affine
G(1,z,1,y} = F(y,z,1) in modo da ottenere una curva € di grade n.

Esgrcizio 12: Neile notazioni precedenti si provi

1) se ¢ € ¢’ & un punto di molteplicita m allora Fy x {L} & una componente di molteplicita

m in Cap.

2} {L,L} & un punto di molteplicith > n di Csp e vale = se e solo s L non & una

coraponente di C.
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3) Se L non & una componente di C' esiste una bigezione naturale fra LNC e le componenti
del cono tangente a Cyp nel punto {L,L). _
4) Se ' & una cubica liscia e ,b € € allora Cup ~ (Fo x {L} U {L} x F) & una corri-

spondenza liscia di tipe {(2,2).

3. Il Teorema di Salmon e la configurazione dei flessi di una cubica piana.

Nel seguito supporremo € < P? una cubica liscia fissata su di un campo algebrica-
mente chiuso K di caratteristica diversa da 2 e 3.

Se p,g ¢ C indicheremo con ¢ la retta passante per p e ¢ quando p # g e la retia
tangente a C in p quando p=gq.

Lemma 3.1. [ flessi di una cubica liscia C sono semplici, henno cioe molieplicitd 1.
Dim. Se fosse v,{C, T,C} > 3 la retta T,C sarebbe una componente di C. 03

Per ogni p € P? denotiamo con C), la conica potare di C rispetto al punto p.

Proposizione 3.2. Jia p un punio di C:

a) Se g p, g€ CNC,, allora v, (C,Cp) =1,

b) La polare C, € liscia in p e vale vp{C, Cp) = v, (C, PF).
o} Il punto p ¢ un flesso se e solo se Cp & singolare.

Dim. St osserva innanzitutto che C, & liscic in p con retta tangente uguale a Pp.
Sia F Yequazione di C in un sistema di coordinate omogenee fissato e siano p = [u],
g = [v], u,v € K> =0. Il policomio f{t) = F{v + tu} & non nullo ed ha grado < 2
perché F{u) =0, la sua derivata rispetto a £ & f'{#}) = F,(v+tu}. Vediamo che cosa
succede al variare di g.

Se ¢ ¢ 7P allora il grado di f & esattamente 2, il grado di f' & 1 e quindi la retta
BG & trasversa a Cp.

Se g#peqgéCnC, allora f ha t =0 come radice di moltepkcita 2. Deve quindi
essere f{¢) = at?, derivando rispetto a ¢ si ha 2af = f'() = F,{u+tv); questo prova
che la retta tangente a ¢ in ¢ @ trasversa a Cp e quindi il punto a).

Si fissi adesso g € TP ; sonc possibili due casi: se p & un flesso allora f & costante,
F = 0 e 7P & una componente di €. La restante componente di C, ncn pud
contenere il punto p e quindi in questo case v,{C, C,) = 1,(C, 5F) = 3.

Se invece p non & un flesso allora $P non & una componente di €}, pur essendone
tangente in un suo punto liscie, questo implica che €}, & liscia e prova il punto ¢). Per
it calcolo di #p(C,Cp) prendiamo un sisterna di coordinate omogenee zq,2q, 2 tali
che p=1{1,0,0] ¢ 7P & la retta di equazione z; = 0. In tali coordinate le equazioni
di ¢ e C}, sono rispettivamente

1
F = x323 + 2B(z1, 22)z0 + Clz1, 72), §Fp = 1929 + Bz, 39)
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che relle coordinate affini © = 1z /2, ¥y = zz/zo diventano
f=y+2B(z,y)+Cla,y), g=y+Blzy)

La condizione che p non sia un flesso equivale a dire che y non divide il polinomio
omogenec B{z,y) e quindi che la retta = ¢ non & una componente del cono tangente
di f ~g= B{z,y)+C(z,y). Dal teorema IV.3.5 del capitolo IV segue dunque che f
e g hanno molteplicitd di intersezione 2 in p. O
L'apparentemente innocua proposizione 3.2 permette di dimostrare facilmente due

interessanti corclari:

Corollario 3.3. La cubica liscia C contiene esatiamente & flessi distinéi. Ogra retta

passante per due flessi ne contiens un terzo.

Dm. Dimostriamo solo la prima asserzione: la seconda & un caso particolare del
teorema dei tangenziali di Mac-Laurin.

Definiamo H ¢ P? come l'insieme dei punti p tali che ¢, @ singolare, per Bézout
basterd dimostrare che H & una cubica che interseca trasversalmente C'.

In un sistema di coordinate omogenee zq, 71,23, detta F' = 0 Pequazione di ¢ e H,
la matrice Hesslana della conica,'—g—a allora H non & altro che la curva di equazione
det{zgHg + z1 Hy + 22 H3} = 0 che ha evidentemente grado 3.

Sia ora p € C N H un flesso di C e prendiamo un sisterna di coordinate omogenee
tali che p = [1,0,0] e C, & la conica di equazione zox2 = 0; la retta L di equazione
1o =D & la retta tangente a C in p e quindi v,{C. H) =1 se e solo se v, (L, H) =1,
ciot se e solo se t = 0 & una radice semplice di det(Hy +iH,) = 0.

Si noti adesso che il punto g = [0, 1,0} non appartiene a C e per la formula di Eulero g
non appartiene nemmeno a Cy, questo prova che se Hi = {ai;)ij=0,1,2 allora a1y # 0

¢ tenendo presente che
0 0 1
Hy=10 0 0
1 ¢ 0
st ha che det(Hy + tH{) = —apt+£°(..). 0
Corollario 3.4. Dalo p € C siane {p,p,¢1,02,93. 92} ¢ punti di CNC, contate con

molteplicitd. Allora le quattro refte L, = P sono distinte.

Dim. Dalla proposizione segue che 1 punti gy, ..., g4 sono distinti e quindi se L; = L;
avremo una retta tangente a € nei puntl ¢; e g; in contraddizione con il teorema di
Bézout. 0

Definizione 3.5. Se p € C e F, ¢ il fascio delle rette passanti per p chiameremo la
quaterna {Lq, Ly, L3, L4} C F, definita nel coroilario 3.4 quaterna di Salmon della

coppia (C,p).
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£ molto facile descrivere algebricamente la forma binaria di quarto grado le cui so-
Hizigni formano ia quaterna di Salmon di {C,p)}. Siano infatti zy,2z;, 22 coordinate
omogenee tali che p = [1,0,0] e interpretiamo la retta parametrica ¢ — [¢,a,b] di F,
come il punto di coordinate omogenee [a,b].

Se Flizg,21,22) = Alzy, 22)2d + 2B (21, 29)mg + Oy, 23) & Pequazione di €, Ja retta
[a,b] € F, appartiene alla quaterna di Salmon se e solo se f{t) = F(t,a,b) & costante
oppure ha una radice doppia, ne segue che le rette L; sonoc in bigezione con le radici
det discriminante B? — AC,

Teorema 3.6. (Salmon, 1851) Per ogni coppia di puniti p,q € C esiste una projettivitd
di fasci ¢ F, — F, che trasforma 'una nell’altra le quaterne di Selmon delle coppie
(Cip), (Coa). '

Dim. La dimostrazione che-daremo risale a Cremona (1861}; non st tratta della dimo-
strazione pit semplice possibile ma ha il vantaggio di fornire una costruzione esplicita
di .

Sia L = Fg, a meno di scambilare p e ¢ possiamo supporre che L non sia tangente
a C pel punto p. Sia r il terzo punto di intersezione di I con C, ¢ s un punto tale
che 3 NC = {s,s,7} e denotiamo M = 5. Si noti che avendo supposto L # Fp si
ha che r # p e di conseguenza M # 3§ .

Dati due punti a,b € C edetta [ = ab si definisce Cpp = Cyp—{abtxFy—Fyx{ab}
dove (4 & la corrispondenza di tipo (3,3} definita precedentemente. Si consideri la
corrispondenza di tipo {4,4), composizione delle due corrispondenze di tipo (2,2)

és,q‘:‘ép,sCFpXFq

E chiare che tale corrispondenza contiene come componente la corrispondenza Cp g,
st definisce quindi
B = Cs’q OCP.S - Cp’q C Fp X Fq

In termini sintetici pexr & € F, siano p, p1, p2 1 punti di intersezione di ¥ con C, sia
pol ¢; 1l terzo punto di intersezione di ' con la retta passante per s,p ¢ N; la retta
di F, passante per g;. Allora vale By = {Ni, Nq}.

Se [; appartiene alla quaterna si Salmon di (C, p) segue dal teorema dei tangenziali di
Mac-Laurin che By, = {V,V} dove V appartiene alla quaterna di Salmon di (C,q).
Inoltre By = {L,L} e quindi esistono almeno cinque rette verticali distinte tangenti
a B, per il lemma 2.6 segue che esiste una corrispondenza ¢ di tipo (3,1) tale che
B = 2¢ ¢ ¢ & esattamente la prolettivitd cercata. O

FSERCIZIO 13: Sia ¢ F, — Fy; la prolettivitd costruita nella dimostrazione di 3.6 e sia

(? ia conica proiettivamente generata da ¢. Determinare le tangenti a @ nel punti p,g e

la polare di ¢ rispetto a Q.
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Se ¢ & D sono due cubiche liscie proiettivamente equivalenti allora per ogni
p € U, ¢ € D le quaterne di Salmon delle coppie (C,p), (D,g) sono a loro volta
proiettivamente equivalenti. Viceversa si ha il

Teorema 3.7. Siano C, D C B? cubiche liscie, p € C, ¢ € D, Allore C e D
seno proiettivamente egquivalenti se e solo se le quaterne di Salmon dele coppie {C, p},

(D.q) somo proteftivamente equivalenti,

Dim. Siassuma le quaterne di Salmoen projettivamente equivalenti, per 3.3 e 3.6 non &
restrittivo supporre p e ¢ punti di flesso di C' e D rispettivamente. Sia ¢: F) ~ F, la
proiettivitd che trasforma 'una nell’altra le quaterne di Salmon di €' e DD, a meno di
un’azione del gruppo ¢rirettangolo sulle quaterne possiamo supporre che ¢ trasforma
la retta tangente a € in p neila retta tangente a D in q.

Agendo su D) con una opportuna protettivitd di P? possiamo senz’aliro assumere che
p = g e che le due quaterne di Salmon coincidano, in particolare €' e D avranno la
stessa retta tangente L in p.

Agendo ancora su [ con una prolettivita che lascia fissa ogni retta del fascio F, si
put assumere che Cp = Dp = L+ M.

Prendiamo adesso un sistema di coordinate omogenee tali che p = [0,0,1], L = {zg =
0}, M = {z; = 0}, un facile onto mostra che nelle coordinate affini © = ) /xq,

¥ = @2/2o le equazioni di €' e I? sono rispettivamente

con ¢ e d polinomi di grado 3. Se & & una radice di ¢ la retta x = o appartiene
alla quaterna di Salmon di {C,p) e quindi i polinomi ¢ e d hanno le stesse radici

2 La trasformnazione affine v — ay

e differiscono per una costante moltiplicativa a
trasforma infine ¢ in D.
La dimostrazione di 3.7 mostra inoltre che ogni cubica liscia & proiettivamente equi-

valente ad una cubica di equazione affine
P =4z — gz — o (3.8)

Una cubica di equazione 3.8 viene talvolta detta in forma normale di Weierstrass.
Se ' & in forma di Weierstrass 'invariante j associato alle quaterne di Salmon di O

si caleola facilmente tramite la formula

9
§ = 1728 T
I g3 ~ 2793
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4. La legge di gruppo su di una cubica liscia

In questa sezione denoteremo con K un campo algebricamente chiuso di caratteristica
arbitraria. Se C & una curva plana e p € P? denoteremo come al solito con Cpla
curva polare di p rispetto a C.

Date tre curve €, D, E C P? si pud considerare U'insieme
Z={(p,q) €P*xP?ipe Cyn D, NE,}

e con J(C,D,E) C P2, S(C,D,E) ¢ P? le proiezioni di Z sul primo ¢ secondo
fattore rispettivamente. 5i pud dimostrare che “in generale” J e § sono curve piane,
tra poco calcoleremo esattamente Vequazione di J.

Definizione 4.1.{Cremona) Le curve J{(C,D, E) e S(C, D, E} si dicono rispettiva~
mente Jacobiana* e Steineriana della terna C, D, E.

Se J(C, D, E) = P? diremo che la Jacobiana della terna & indeterminata; similmente
per la Steineriana.

Seguira a posteriori che la Jacobiana & molto pill interessante della Steineriana, nonché
piil facile da studiare, per questo motivo ci occuperemo in queste note solamente delle
Jacobiane, Un altra curva storicamente associata alla terna C, D, E ¢ la Cayleyana
definita come Uinviluppo delle rette p + g al variare di (p,q) € Z.

Lemma 4.2. Siono C,D,E curve piane di grado n,m,| rispettivamente. Se la
Jacobiana J(C, D, E) non ¢ indeterminata aliora é una curve piana di grado n+m-+
[~ 3.
Dim. Siance F,G, H le equazoni di C, 0, F in un sistema di coordinate ormogenee
fissato xg, 21, 22; denotiamo con F,, G;, H,; le derivate parziali di F,G, H rispetto
alla variabile z;, 1= 0,1, 2,
La coppia {[u], [v]) appartiene a Z se e solo se vale

voFo(u) + v Fy{u) + vaFplu) = 9

v Golu) + vi Gy (u) + valFy{u} =0

voHlo{u) + v Hy{w) + vo e (u) = 0
e quindi J{C, I}, E) & l'insieme dei punti p = [u] tali che il precedente sistema lineare
nelle incognite v; possiede una soluzione non banale. E quindi evidente che 'equazione
di J(C,DE) ¢

¥y, Gy Hy
det | Iy & H | =0
Fy Gy H;

* Non bisogna assolutarnente confondere la curva Jacobiana di una terna con la
varietd Jacobiana di una curva, [G-H, p.333]
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£l
E chiaro che se C,D,E hanno lo stesso grado allora J(C,D, E) dipende solo dal

sisterna lineare generato dalle tre curve,
ESERCIZIO 14: WNelle notazioni di 4.2 se la caratteristica di K divide n,m,{ allora la

Jacobiana & indeterminata.
ESERCIZIO 15: (#) (La Hessiana)
{caratteristica 0). Sia € una curva piana irriducibile di grado n > 2 e di equazione
F(zo,z1,22) = 0. La Hessiana di (0 & la curva di grado 3(n — 2) e di equazione

Foo For Fos

det (Fm Fyy F}g) =0

Fao For Pz
Provare che H non & indeterminata e non contiene ¢ come componente, Se p € ¢ & un
punto lscio e I & la retta tangente a C in p si provi che v, {C, L) = 1, {C, H)+ 2 e sl
deduca che una curva liscia di grado n possiede 3n(n — 2) flessi contaéi con molteplicita.
{Sugg. Mostrare che 1,{C, L) > 2 se e solo se p € H e pol usare IV.3.9. Vedi anche [Wal).

Lemma 4.3. Siac € curva piana, p € C un punto ltscio, a,m intert positivi,
Allora Uingieme delle curve D di grado m tali che vp,(C, D) > o & un sisterne lineare
di codimensione < a nello spa'zio i0(m)].
Dim. basta mostrare che se V' C {@(m)| & un sistema lineare e o & il minimo valore
di 1,(C, D) al variare di D € V allora W = {D € V |1,(C, D) > a} & un iperpiano
in V.
Siano z,y coordinate affini tali che p = (0,0) e la retta y = 0 & tangente a C in p.
Sia r la dimensione di V', f lequazione affine i € & gg,...,g» le equazioni affini di
un sistema di generatori di V talt che v, (f. g0} = 2.
Esistono costanti oy, ..., € K tall che pp(f, 9 — cigo) > o infatés per ogni 4 =
0,....r esiste un polinomio h; tale che g; == ;2% + o{a) con fy # 0 e basta prendere
c; = B85t 0
Vogliamo adesso studiare la molteplicith di intersezione vp(C,J), J = J(C,D. F)
nelle seguenti ipotesi:

i} € curva di grado n e p € C punto liscio.

i1) D, £ hanmno lo stesso grado m non divisibile per la caratteristica di K e generano

un fascio V.

iy w1, (C N < co.
Per il lemma 4.3 possiamo assumere senza perdita di generalitd che o = v, (T, D) <
vp(C E) = e < ed E & unica curva di V' ad avere molteplicith maggiore di d.
Definizione 4.4. Diremo che p € € & un punto di ramificazione per il fascio V
see>d+2.
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Lemma 4.5. Nelle notazioni precedenti vale vp,(C,J) > d+e— 1 e vale = se ¢ solo
se ¢ = 00 oppure se € < oo e la caratteristica di K non divide e — d. In particolare
pp(C,J) 2 2d 4+ 1 se e solo se p & un punto di ramificazione per il fascio V.
Dim. Slane F, G, H le equazioni di C, D, F in un sistema di coordinate omogenee
Zg,T1, Lo talt che p=[1,0,0] e z2 =0 & la retta tangente a C in p. Per la formula
di Eulero vale

zofg —(n—miF =mF -, F, — 22 F;

zolg = mG — ;G -—CL‘gGQ, zoHy :mH-$1H1 ~ g Hy
e quindi vale

Fy Go Hp F G H
T Fl G1 H1 = F1 G; H1 mod(F)
Fg GQ Hz [Fz GQ HQ

Passando alle coordinate affini z = %1— LY = 22§ ha quindi che v,{C,.J) = 1v1,(f, 9}

Lo Ty
ove f g,k sono le equaziont affini di C, D, F e

f g A
= fu g ho
fo gy Py

Aggiungendo a ¢ ed A elementi dell'ideale principale (f) € Klz,y] otteniamo un
nuove ¢ che € congruo al precedente modulo f. Tenendo presente che f =y + o(1),
non & restrittivo supporre ¢ = z¢ + o(d) e, se e < 00, h = 2° + ofe).

Un semplice conto mosita che ¢ = {e —~ d)zd*~ 1 +0(d + e ~ 1) che prova il teorema,

nel caso e < .
Se invece ¢ = o0 allora f e A hanuo un fattore comune f; tale che f1{0,0) =0 elo
sviluppo del determinante mostra che ¢ € (f1) e quindi v,{f, ¢) = oo. W]

it lemma 4.5 ¢i permette di dimostrare il seguente importante risultato

Teorema 4.6. Sia C una curve liscia di grade n > 3 e siano D, E curve di grado
m che non contengono C come componente.
Siano p1y ..., Pam 1§ pundi di intersezione di C e D contali con molteplicitd. Se EnC
contiene nm — 1 punti di €MD allora:

i) D= FE oppure.

i) Dst E, m>n ed esiste una curva del fascio generato da D, E che contiene C

come componente.

In entrambi i casi D ed E hanno la stessa intersezione con C.
Dimn. Assumiamo ¢he D # E e proviamo che vale 'opzione ii). Non & restrittive

supporre che la caratteristica di K non divida m, altrimenti basta considerare al
posto di IH E le curve D+ L, E+ L dove L & una retta generica.
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Proviamo per prima cosa che v,{C, D) = v,(C, E) per ogui punto p € C. Se cosi non
fosse, detto {py,..,pr} = C D g avrebbe a meno di permutazioni degli indici

vp {C, E) 2 vy, (C, D) peri=1,.,r—1.
up (C,E) = 11, {C, D}~ 1

Per il teorema di Bézout e per il lemma 4.3 si ha che ' non contiene punti di ramifi-
cazione per il fascio V7 generato da D, F ed in particolare la Jacobiana J della terna
', D, E non & indeterminata e non contiene (' come componente.

Ora il grado di J & 2m + (n — 3) 2> 2m e per Bézout

S (€ 0) 2 mm >y 2min{y,(C, D), v (C, )
P P

Quindi esiste un punto p € C tale che v, (C,J) > 2min{v,{C, D}, 1, (C, E}) e per 4.5
p & un punto di ramificazione per V.
Abbiamo dunque stabilito che 1,(C, D) = v,(C, E) per ogni p € C'; preso g € C~ D
allora P'unica curva di ¥ che contiene ¢ deve contenere C come componente. O
Una delle applicazioni pitt placeveli del teorema 4.6 & senza dubbio la verifica della
struttura di gruppo sulle cubiche liscie.
Sia ¢ ¢ P? una cubica Hscia e sia 0 € C un punto fissato. Per semplicita di notazione
se @ € ¢ denotiamo con 4 € C il terzo punto di intersezione di € con la retta 04 ;
si osservi che ¢ coincide con il tangenziale di o,
Definiamo una applicazione simmetrica “di somma” € % C-5C nel modo seguente:
Presi due punti a,b € ¢ sia r il terzo punto di intersezione di €' con la retta ab, si

definisce a + b == #. L’applicazione & simmetrica nel senso che a+b=b+aqa.

Teorema 4.7. L’ applicazione + precedentemente definite induce su ' una strufture

di gruppo abeliano con elemento neutro o.

Dim. Verifichiamo che gli assiomi di gruppo sono soddisfatti.
1} Elemento neutro. Per definizione siha o+ a=a+o= i=ua,
2} Esistenza dell'inverso. Per ogni ¢ € C definiamo ~a come 1l terzo punto di
intersezione di ' con la retta @6 . Allora (—a)+a=a+ (~a) =5 = o.
3) Associativita. Siano a,bc € €, definfamo d = a+b, e = b4, f =d+c,
g = a -+ e; bisogna dimostrare che f = g o equivalentemente che f=a.
Consideriamo Vesagono inscritto a € di vertici a,b,¢,d, 0, ¢, 1 suoi lati sono le rette
Ii = ab, Lo = be, Ly = ed, Ly = do, Ls = 06, Lsg = €@ e analizziamo le
intersezioni di ¢ con le due cubiche formate rispettivamente dai lati part e dispari
dell’ssagono.

Cr(Ly+ Ly + Ls) = {a,b,d,c,d, f,0,e, ¢}
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Cn(Ly+ Ly + Lg) = {b,c,é,d,0,d,¢,a,3}

Le due intersezioni hanno otto dei nove punti in comune e per 4.6 devono coincidere
e quindi f = g. o

Associativitd della somma /

D=(A+B)+C=A+{B+C) \

Esgrcizio 16: Lasomma di tre punti allineati & sempre uguale a .

In realtd continua ad essere vero il fatto che la somma dei 3m punti di intersezione di
¢ con una qualsiasi curva I di grade m & indipendente da 2. Per dimostrare questo
fatto abbiamo perd bisogno di dare una diversa caratterizzazione della struttura di
gruppo su C.

Pii1 in generale sia C C P? una curva liseia di grado n, definiamo il gruppo dei
divisori su € come il gruppo Diw(C) di tutte le applicazioni ¢:C ~» Z che sono
nulle quasi ovungue, cioé tali che ¢(p) # 0 per al pilt un numero finito di punti
pel. E spesso utile rappresentare un divisore ¢ tramite la combinazione lineare
formale finita 3 ¢(p)(p); & chiarc che i divisori (p) al variare di p € C formano una
base canonica delio Z-modulo libero Div{C}.

Un divisore 3 7;(p;) si dice effettive se n; > 0 per ogni ; denotiamo con 0 il
divisore nullo, elemento neutro di Diw ().

Se [ ¢ P? & yna curva che non contiene ' si definisce un divisore effettivo Do €
Diw{C) ponendo

Do = Z v (C, D) (p).

1 divisori su € della forma D¢ sono talvelta detti divisori aggiunti.

Notiamo incidentalmente che nella dimostrazione di 4.6 si & provato che se Do = Eip
allora 0o E = D oppure esiste una curva nel fascio generato da D, E che contiene C
come componente. [I grado di un divisore ¢ = 3 n;(p,) & per definizione la somma
deg(g)y = ¥ n; € Z. Per Bézout deg(Do} = deg{C} deg{D).

I divisori di grado 0 formano un sottogruppoe Div®(C) C Div{C}.
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Definizione 4.8. Due divisori ¢,v € Div{C) si dicono linearmente equivalenti
se esistono due curve piane D, E dello stesso grade che non contengono €' come
componente tali che ¢ + Dio = 4 + Ejc. Lasciamo per esercizio al lettore la facile
verifica che l'equivalenza lineare 2 una relazione di equivalenza che denoteremo con it
simbolo ~.

E inoltre immediato osservare che divisori linearmente equivalenti hanno lo stesso
grado e che la relazione ~ commuta con 'operazione di somma di divisorl.

Teorema 4.9. Sia € < P? curva liscio di grade n > 3, p.g € C. Allora vale
{p} ~ (g) se g solo se p=gq.

Dim; Siano D, E curve di grado m tall che {p)+ Do = {g)+ Ejc, allora le intersezioni
di D.F con € hanno almeno mm — 1 puntl in comune e per il tectema 4.6 & ha
Do = Ejc da cui {(p} = (g)- o

Definizione 4.10. Il gruppe di Picard Pic(C) & il quoziente di Div(C} per
la relazione di equivalenza lineare. La varietd di Picard Pic®(C) C Pic(C) ¢ il
sottogruppo delle classi di equivalenza lineare di divisori di grado 0.

EsERCIZIO 17: Se € ha grado < 2 allora Pic®(C) = 0 e la funzione grado induce un

isomorfismo tra Pic{C} e Z.

Teorema 4.11. Sia € curva liscia di grado n > 3 e 0o € C un punio fissalo.
La mappa ju:C - Pic®(C), ulp) = (p) — (0}, ¢ iniettiva. Se n = 3 allora p ¢
un isomorfisme di gruppi (rispetic alla struttura di gruppe su O precedentemente
definita).
D, Linjettivitd di o non @ altro che una riformulazione del teorema 4.9. Se C &
una cubica occorre provare che:

5 pla+b) = pla) + u{b).

i1} L'immagine di £ contiene un insieme di generatori dl Pic®(Ch.
Per i} basta osservare che se ¢ = o + b allora esistone due vette L, N tali che
Lic = {a) + (b) + (&}, Ni¢c = (o) + (£) + {¢&) e quindi

(@) = (o) + () = (o) + Nig = () = (o) + Lyg = [a) +(B) = 2(0) ~{c} — (o)

Per ii} basta osservare che ogni divisore di grado 0 si pud scrivere come combinazione

lineare a coefficienti intert di divisori del tipo {p) — (o), p € C. G
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5. 11 teorema del resto

Iniziamo questa sezione dimostrando una versione debole {ma non troppo) del teorema
AF 4+ BG di Max Noether. La versione completa sard proposta come esercizio nel
capitolo VIL

Teorema 5.1.(Noether, 1872) Siano C, D, E C P? curve piane di grado n,m,l > 0
ed equazione F, G, H rispettivamente tali che C e D siano senze componenti comuni
e D non contenga punts singolari di C.

Allora vale v (CLE) 2 vp(C, D} per ogni p € C se e solo se H = AF + BG per
opportuni polinomi omogenei A, B.

Diim. Se vale H = AF + BG & chiaro che vale la relazione sulle moltephcitd di
intersezione. Viceversa si assuma che 1,{C, E) > 1,(C, D) per ogni p € C; si noti
che necessariamente C & una curva ridotta.

Al fine di alleggerire la dimostrazione identificheremo liberamente una curva piaza con
ia sua equazione, in particolare se P, @ sono polinomi omogenei e g € P? denctersmo
con vp{ P, Q) la molteplicita di intersezione in ¢ delle curve di equazione P e (.
Daremo due distinte dimostrazioni del teorema; la prima, di natura pill algebrica, &
presa da [Wa] mentre la seconda, pilt geometrica, & presa da [E-C].

Prima dimostrazione: Proviamo dapprima il teorema in alcuni casi particolari.

a} Esiste un punto ¢ € C' tale che m (£} > [~ne D =Y a;L; con L; retta passante
per ¢ e trasversale a €. In guesto caso G divide H, ciod per ogni ¢ la retta L; & una
componente di £ di molteplicita almeno a;; sia infatti E = b L; + By con by < a:
e proviamo che [y & una componente di Ey. Silano p1,...,p, 1 punti di intersezione
di C con Ly, vale v, {C, E) > v, (C, D) = a; e quindi, essendo b; < ay, i punti
P15 Dn appariengono anche alla curva Fy. Inoltre mg(Ey) > 1 - n — b e quindi
v By Ly} + 3 vp AL, E1) > [ — by = deg(by) e per Bézout [y & una componente di
E;.

b) La curva I & come al punto a) e la curva F qualsiasi. PFissiamo un sistema
di coordinate omogenee tali che ¢ = [0,0,1]; date ¢he ¢ € € il polinomio F &, a
meno di scalari, monico rispetto alla variabile x, e quindi esistono unici Q,T tali che
H=QF+T con T di grado < n rispetto alla variabile z;, e quindi m,(T) > -n.
Possiamo tranquillamente scambiare H con T e ricondurci al punto a).

in generale siano py, .., pr i punti di intersezione di € e D, siccome 1 punti p; sono lisci
per (7, per ogni punto p; passano finite rette contenenti un p;, i # j e tangenti a C.
Sia ¢ € P? un punto non appartenente all'unione di €, D e delle rette sopra descritte.
Fissato un sistema di coordinate omogenee tali che ¢ = [0,0,1] sia R(zg,z1) = QF +
UG il risultante di F' e  rispetto alla variabile x5, data la scelta di ¢, la curva
R soddisfa le stesse condizioni della curva G nel precedente caso particolare b), in
particolare K e F' non hanno fattori comuni.
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Dato che vp(F\UH) > v,(F,\UG) = v,(F, R) per ogui p € C ci siamo ricondotti ai
punto b) e quindi UH = AF + BR = {A+ BQ)F + UBG; notiamo infine che F e U
non hanno fattori comuni e quindi U divide 4 + BQ ed il teorema & dimostrato.
Seconda dimostrazione. Dividiamo la dimostrazione in due passi, nel primo proviamo
il teorema quando I > nm e nel secondo proviamo che, se il teorema vale per i gradi
(n,m, 1) allora vale anche per i gradi (n,m,{~1).

Sia dunque [ > nm e sia V il sistema lineare delle curve E di grado [ tali 1,(C, E) >
vp(C, D) per ogni p € C. Proviamo che la codimensione di V' & esattamente nm e
quindi che la dimensione di V' & Ei(l +3)~nm. Sianc pi, ..., Pnm 1 punti di intersezione
di € e D contati con molteplicita e per ogni i sia I; una retta generica passante per
p;. Detta L una retta tale che LNCnD = 8 si ha che per ogni j < nm la curva di
grado { Ly + ...+ L; + ({ — 7)L passa per py,...,p; ma non per i rimanenti, questo
prova che le nm condizioni di passaggio per i punti p; inducono condizioni lineari
indipendenti sulle curve di grado { > nm.

Sia ora V' ¢ V il sistema lineare delle curve H = AF + BG al variare di 4, B
nello spazio dei polinomi di grado ! — n e [ — m rispettivamente. Chiaramente Vi=
P(Wp + W) dove Wr (resp. Wg) & lo spazio vettoriale dei polinomi di grado !
divisibili per F {resp G). )

Vale quindi (WrnWea) =Wpg e

- - 2 l—mn—
dimeZ(l 7;“"“2), dimWGx(l ”2”' ) (iimec:( ”zm"”)

Una semplice addizione che omettiame mostra che V7 e ¥V hanno la stessa dimensione
€ questo prova il primo passo,

Proviamo adesso il teorema assumendolo vero per la terna di gradi n,m, {4 1. Sia L
Vequazione di una retta non passante per i punti di intersezione di ) I trasversaa C,
per induzicne esistono A, B tali che HL = AF + BG. Dato che v,{F, B> vp(F, L)
per ogni p € C, se il gradeo di B & minore di n allora L divide B mentre se il grado
di B & maggiore o uguale a n per il primo passo si ha B = UF + BL. Sostituendo
neli’espressione di HL ¢ tenendo presente che L non divide F si arriva alla conclusione

cercata. [

Teorema 5.2.(Teorema del resto di Brill e Noether, 1873} Siano ¢,¢,n divisori
effettivi su una curva liscio C con ¢ ¢ linearmente equivalenti. Allora ¢ + 17 &
aggiunts se e solo se ¥ + 7 & aggiunto

Dim. L'enunciato & simmetrico in ¢ e 4, assumiamo che ¢ + n sia aggiunto. Per
definizione di equivalenza lineare esistono divisori aggiunti £, ¢ tali che

p+m+i{=d+n+(
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e quindi ¥+ n = @+ n+§—{ &la differenza di due divisort aggiunti, diciamo
4= Ec—-D.

In termini di intersezione v, (C, E} 2 1,{(C, D} e per il teorema di Noether segue che
W + 1 & aggiunto. o

Corollario 5.3. Sianc ¢, divisori effettivi linearmente equivalenti. o & aggiunto

se e sole se ¢ é aggiunto.
Dim. basta mettere = 0 in 5.2. O

Nel paragrafo 4 abbiamo introdoetto il gruppo di Picard di una curva piana liscia e
definito una applicazione p:C -» Pic(C).

Piu in generale per ogni s > 0 possiamo definire una applicazione
ps:C° = Pic(C),  plpr, - pe) = (p1) + oo+ (ps) — 5{0)

Definizione 5.4. (Weierstrass) Si dice genere della curva C i pil piccolo intero

*

positivo g tale che pg: C? — Pic®(C) & surgettiva.

Naturalmente la definizione precedente ha senso solamente dopo aver provato che g,
& surgettiva per s >> 0. Abbiamo gil osservato che se € & una retta o una conica
liscia allora Pic’{C) = 0 e quindi il genere di C & uguale a 0. Per le curve piane di
grado > 3 vale il seguente '

Teorema 5.5. Il genere di una curva fiscia di grado n > 3 & uguale a
1
g=9(C) = 5(n~1{n~-2

Dm. la dimostrazione & divisa in due passi, nel prime si prova che p; ¢ surgettiva,
nel secondo che ;.1 non & surgettiva.

Sia ¢ curva liscia fissata di grado n > 3. Per ogzni m > 0 fissato sia P, C Diw{C)
I'insieme dei divisori aggiunti di grado nm. Esiste una struttura naturale di spazic
proiettivo su P,,. Infatti detto 83 C Klze, ), z2] il sottospazio vettoriale dei poli-
nomi omogenel di grado d e F € 5, l'equazione di C esiste una bigezione naturale

@ P(Sm/FSmen) = P Perogni G € S, — F Sy si pone a|G]} = D)o dove D

* E sicuramente piti nota al grande pubblico la definizione di Riemann del genere
g di upa curva piana liscia complessa come g = “numerc di manici”= | - g con
e caratteristica di Bulero. Le due defiizioni sono apparentemente indipendenti {
non a caso Riemann chiamava it suo invariante Klassenzahl e Welerstrass Heng) e
rimandiamo all’esercizio 22 per una dimostrazione della loro equivalenza. I nome

genere & stato introdotto, probabilmente seguendo Linneo, da Clebsch
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& la curva di equazione . In base al teorema 5.1 applicazione a & bhen definita e
bigettiva.

Se m > n la dimensione di P, si calcola facilmente ed & uguale a
1 1
-z—m(m+3)-— E(mmn}(mwn+3) —-l=mn-g

Da questo semplice conto di dimensioni si ha che per ogni m > n:

1) Dato comunque un divisore effettive ¢ su C di grado nm — g esiste una curva D
di grado m tale che Dip > ¢.

2) Dato un punto o € C esistone nm — g punti p; su € tali che ogni curva D
di grado m che contiene 0,p1,..., Pnm—g contiene anche C' come componente. Basta
infatti prendere p; che inducono condizioni indipendenti sull'iperpiano di P, formato
dai divisori che contengono o.

Quello che dobbiamo dimostrare & che ogni divisore di grado 0 & linearmente equi-
valente ad un divisore del tipo ¢ — glo) con ¢ divisore effettivo di grado g. Sia
Y= g — Yoo CON Wy, Yoo divisori effeitivi dello stesso grado. Esiste allora una curva
D di grado m sufficientemente elevato tale che Dic = o + g{o) + 1 con 7 divisore
effettivo, per il punto 1) esiste una curva E di grado m tale che Eic = 1+ o + ¢
con ¢ divisore effettivo di grado g. Dato che ¥ + Eig = ¢ — g{0) + Dy si ha che
¥~ ¢~ g(o).

Proviamo adesso che p,.; non & surgettiva. Sia m 2> n un intero fissato e slano
Pl Prm—g € C punti distinti come al punto 2), esiste aliora un divisore effettivo
¢ di grado g tale che ¢+ 3 {p;) € P,. Proviamo che ¢ — g(o) non appartiene
all’immagine di pg-1; infatti se cosi non fosse avremo un divisore effettivo ¢ di grado
g—1 tale che ¢ — g(0) ~ % — (g — 1)(0) da cui ¥+ (0) + L(ps) ~ ¢+ X(pi) = Dic: e
per 5.3 esisterebbe una curva E tale che Ej¢ = ¢+ (0)+ 3 (p;) in aperta e dichiarata
contraddizione con la scelta dei punti p;. o

EsErCizIO 18: Provare che il teorema del resto implica il teorema di Neether nel caso

di O curva liscia.

ESERCIZIO 19: 1 tangenziali dei 3m punti di intersezione di una curva di grado m con

una cubica liscia C appartengono ad una curva di grado m.

ESERCIZIO 20: (Caratteristica 0). Sia € curva irriducibile di grado n > 2, p € P?,
g € CnC, punto liscio di C distinto da ¢. Sia L la retta tangente a C' in g, provare che
v (O, Cp) = vy (L, Cp) = 1g{L,CY - 1.

EsERCizIo 21:  (Caratteristica 0). Sia C curva liscia di grado n, p & C e Ly, .., L»
le rette passanti per p tangenti a C. Sia a: la molteplicitd di L:; come componente della

curva risultante di ©,C, di centro p. Per la formula della classe 3 a: = n{n ~ 1).
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Provare che L; interseca C in esattamente n — q; punti distintl e che quindi Ly +... + L,
interseca C in esattamente n(r —n -+ 1) punti distinti.

Esercizio 22:  (In questo esercizio sono richieste nogioni di topologia algebrica e di
teoria dei rivestimenti).
Se K = C usare lesercizio precedente per dimostrare che la caratteristica di Eulero-
Poincaré topologica e di una curva liscia € di grado n & uguale a 3n — n® = 2 — 29(C).
{Sugg. Se A C € & un insieme finito di o punti si ha e{C — A} = e(C) — 4, si consideri la

vastrizione a € deila proiezione di centra p & € su di una retta P' ¢ P? - (p}.)

8. Esercizi complementari

Esenrcizio 23:  (+) {Variante al teorerna di Steiner, 1832)
Data una conica liscia €, un triangolo T = {py, p2,pa} si dice autoconiugato rispetio a C
se Cp, = pj + Dk, {6,7,k} = {1,2,3}. Dati sei punti distinti p1,p2, ps, 01,42, 32 € P'*, tre
a tre non allineati, se ne faccia due triangoli P = {p1,p2,pa}, @ = {q1,42,03}.
Provare che le seguenti condizioni sono equivalenti:
i) P e  sono autoconiugati rispetto ad una conica liscia,

i) P e O sono inseritti in una conica liscia.

i} P e @ sono circoscritti ad una conica Hscia,
Nota: L'equivalenza fra ii) e iii} & conosciuta con il nome di teorema di Brianchon (1817).
{Sugg. Per dualitd basta dimostrare che 1} & equivalente a ii).
Se vale i), st consideri le intersezioni dei fasei di rette di centro p1, g1 con la retta pa-+ps esi
provi Pugnagiianza del birapporti defle quaterne ordinate (p; +pz, py +p3, pr -+ g2, 01 443},
By + 75,01 + P, g ge) e (@ pe o+ 93,01+ g, g1+ g3)
Viceversa se vale ii) si provi che esiste una conica liscia C' tale che Cp, = p; + pr ¢
Oy = gz -+ 3. Si provi guindi che Ty = ¢1 -+ gz usando Punicitd della conica passante
per p1, P2, Pa: g1, 42-)

ESERCIZIO 24: Sia §* ¢ € linsieme di vettori di norma 1. Dati quattro punti di S*
possiamo definire due tipi di birapporto:
1) 1i birapporto complesse - pensando St come un sottoinsieme di E”é:.
2} 11 birapporto di Steiner - pensando S come una conica liscia di P&.
Provare che i due birapporti coincidono.

ESERCIZIO 25: Caratteristica # 2. Sia € £ P? una conica liscia e p ¢ C. Si consideri

I'applicazione ¢p:C — € che manda il punto ¢ nel rimanente punto di intersezione di
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C con la retta $§. Provare che ¢ & una prolettivitd. (Sugg. Considerare coordinate
omogenee tali che p = [1,0,0] e la polare C} & la retta zo = 0).

ESERCIZIO 26: (Punto di Frégier, 1816}

Sia ¢ < R? un’ellisse e p & C un punte fissato. Provare che tutte le corde di € che vedono
un angole retto in p passano per uno stesso punto g sulla normale a C in p e interno alla
conica. {Sugg. Sia q i punto di intersezione di due tali corde e sia ¢, Pinvoluzione definita
all’esercizio precedente. Provare che ¢, induce sul fascio delle refte per p I'involuzione
degli angoli retti).

ESERCIZIO 27: (Problema di Staudt, 1831)

Date due coniche liscie distinte determinare il luogo dei punti p tali che le quattro rette
del fascio per p, tangenti alle coniche date, formano una guaterna armonica.

EsercizIo 28: Sia € una corrispondenza simmetrica & tipo (a,0). Allora €% = CoC
contiene A con molteplicitd > a.

ESERCIZIO 29: Siz O(r,d) = {(z,3) € R (z = d)* + ¢* = #?}. Descrivere le coppie
(d,r) per le quali esiste un triangolo inscritto a C{1,0} e circoscritto a C{r, d}.
ESERCIZIO 30: (Dimostrazione di Dandelin (1826) del teorema di Pascal)
Premettiamo alcune semplici osservazioni:
a) dato un piano I ¢ P? e tre punti distinti p,g,r € P?— 11, | punti di intersezione di II
con i lati del triangolo di vertici p,q,r sono allineati.
b) Sianc P!, P* e P? spazi proiettivi dotati dei sistemi di ceordinate omogenee zo,z:,

Y0, Y1, Yoo, M1, W10, 11 @ Si consideri la mappa di Segre
5P x P PR s({za, z1), [ye, n]) = [Tovo, oy, T1Y0, L1in]

Si osserva che s induce una bigezione tra P' < P! e la quadrica Q di equazione uaguy; =
uiotor € tra la diagonale A e la conica liscia C intersezione di ¢ con il plano H =
{uie — uoy = G}.

¢) Sostituendo z;y; al posto di u:; nel’equazione di un plano di P? st ottiene Pequazione
di una corrispondenza di tipe (1,1} su F* x P* ed esiste una bigezione naturale tra (P%}Y
e lo spazio di tutte le corrispondenze di tipo {1,1).

Siano pi,...ps punti distinti sulla conica C e poniamo s™*(p) = (¢, &}, 01,0 g5 € P2,

@ = 35(g1,94}, b= s(ga,gs}, ¢ = s(gs, g2}. Provare che

a+ecnH = (pg+ps) N {pL+p2)

{a+anr»(pa+p4)ﬂ(ps+p1)
b+cn H = {ps+p3) N(ps + ps)

{Sugg. Ragionare in termini ¢i corrispondenze per provare che ¢ appartiene al piano

a+py -+ pz e che a appartiene al piano ¢+ ps + ps .}
Esgrcizio 31: (Regola di Zeuthen, 1873)
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Sia p un punto di intersezione di due curve C, D senza componenti comuni & siano a,b
punti di PP? in posizione generica. Sia [ la retta a + p, provare che up(C,- D) & uguale
alla-moiteplici::‘a, di L come punto fisse della corrispondenza Dy, o Cs (notazioni come
in 2.8).

Se € ¢ D hanno rispettivamente gradi n e m provare che la retta a -+ b & un punto fisso
di molteplicitd nm e si deduca il teorema di Bézout dal principio di Chasles.

ESERCIZIO 32: Trovare Perrore nella dimostrazione del seguente:

Sofisma: Esiste una corrispondenza @ # C C P x P* che non interseca la diagonale,

Dim. Sianc pi,pz € P* punti distinti e sia ¢ V'insieme delie coppie {ps,ps) € P* x P*
tali che {pipapsps) = —1 (quaterna armonica). C & chiaramente noavuoto ed & definito
da una equazione algebrica, dunque € & una corrispondenza. Pato che il birapporta di
quattro punti due dei quali coincidenti non pud essere -1 la dimostrazione & conclisa,
Esgrcizio 33: {Steiner, 1846) '
Un punte p € C st dice sestalico se esiste una conica ridotta @ tale che »,(C, Q) = 6.
Provare che se p ¢ un flesse e CNCy = {p, 1,9, 41,92, g} allora i punti q; sono sestatici.
Viceversa ogni punto sestatice si ottiene in questo modo e gquindi C ha esattamente 27
punti sestatici distinti.
{Sugg. Se g & sestatico e & una conica tale che »,(C, Q) = 6 provare che @ & liscia in
g e considerare il sistema lineare generato da C e da 34§ .}
EserC1zio 34: Nelle netazioni della dimostrazione di 3.6 se s = r & un punto di flesso
e (. = 7F + L allora ¢ ® indotta dalla proiezione di centro I, € {P%HY,
EsErC1ZIO 35: (s} {Forme canoniche dell'equazione cubica)
Nei seguenti punti ' denota una cubica piana liscia su un campo algebricamente chiuso
di caratteristica # 2,3.
i) Siano p,q,r tre Hesst distinti e allineati di C; provare che T, NT,CNT.C = 0.
it} In un opportuno sistema di coordinate affini 'equazione di ' assume la forma canc-
nica di Deuring

vy dzy = z°
{Sugg. Siano p = [0,0,1], g=[1,0,0] due flessi e {0,1,0] = T,C N T,C).
i} In un opportuno sistema di coordinate omogenee Pequazione di € assume la forma

{zq + Ty + $2}3 +ratizz =0

{Sugg. Sta L retta, pg,p1,p2 € C 1N L flessi ailineati ¢ 73,C = {&; =0}, L =
{ro + 1 +x0}.)

iv] In opportuni sisterni di coordinate omogenee 'equazione di ' assume le forme

7

3 3 3
zg + 21 + 25 + mreTite = 0
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(23 + 2§ + 23 (wo + 21 + T2) — (X + 23 + 23) + nToz T = 0
T3+ ot 4+ 25 = ke + 21 + 12)°

{Sugg. Considerare il generico cambio di coordinate omogenee che commuta con Pazione

del gruppo simmetrico Da; tali cambi di coordinate sono rappresentati da una matrice
a 1 1
( 1 a 1 )
1 1 «

ESERCIZIO 36: Caratteristica # 2,3, Ogni cubica liscia & 'hessiana di un’altra cubica

Sostituire in iii} e risolvere in a.)

liscia.
ESERCIZIO 37: (%) Sia € cubica iiscia fissate e (7 il gruppo delle proiettivitd ¢ di P*
tali che ¢(C) = C'. Provare:
1) G & finito (se ¢{C) = C allora ¢ manda flessi in fHessi).
2) @ agisce transitivamente sull'ingieme dei nove flessi di C.
3} Fissato un flesso p € < sla G, ¢ G lo stabilizzatore di p e [, C G, lo stabilizzatore
della quaterna di Salmon di (C,p). Provare che H, = 4/2Z.
4) Provare che Ia cardinalitd di & & uguale a:
54 se la quaterna di Salmon & equianarmonica.
38 se la quaterna di Salmon & armonica.

18 in tutti gli altri casi.

[}
—

Se 7] = 18 allora ogni elemento di &7 & prodaotic di al pit due involuzioni.

6) Esiste una bigezione tra insieme dei flessi ed 11 groppo T = Z /3% x Z /37 tale che
tre flessi risultano atlineati se e solo se la somma del corrispendenti elementi di T &
uguale & 0,

7} Esiste un sottogruppo normale di G ijsomorfo a T.

8) Esplicitare & in un sistema di coordinate omogenee nelle quali € ha equazione 24
y3 + z° +mzxyz = 0.

9 Liinclusione @ ~» PGL{3, K} non si solleva ad una inclusions & — GL{3,K}.

ESERCIZIO 38: (caratteristica # 2,3) Sia F(xe, z1,2:) Pequazione di una cubica liscia
e sia § C P? Vinsieme dei punti {zo,..,zs} tali che z3 = Flzro,z1,%2).
Provare che 5§ contiene esatiamente 27 rette distinte e che ogni retta ne interseca altre 10
{Sugg.: 27 =9 x 3),

EsERCizIC 39: Sia K algebricamente chiuso di caratteristica 3, C la curva plana di
equazione z°y + 4z 4+ 2%z = 0. Provare che & liscia e che ogni punto di € & un punto

di flesso.
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ESERCIZIO 40: (Steiner, 1853) €' cubica liscia, se per un punto p € P? 1a conica polare

Cp ha un punto singolare in g allora C; ha un punto singolare in p.

ESERCIZIO 41:  (Le Poloconiche)
Sia € una cubica liscia e L una retta. Per ogni p € L sia Cpp = (Cp)p la polare deppia

di p rispetto a €. Provare che le rette C,, p € L, sono tutte tangenti ad una conica
detta Poloconica di L.

ESERCIZIO 42 Due cubiche liscie si dicono sizigefiche se hanne in comune i nove flessi.
Provare che in ogni fascio generato da due cubiche sizigetiche vi sono quatiro cubiche

ognuna deile quali & unione di tre rette.

Esercizio 43: Provare:
i) Nelle notazioni di 4.2, se esiste ¥ € Kweg, w1, ws] tale che ¢(F, G, H) = 0 allora
J{C, D, F) & indeterminata.

i) (*x7} In caratteristica 0 vale anche il viceversa del punto i).
{Suggerimento per gli esperti: F,G, H definisconc un’applicazione razionale da P? in uno
spazio proiettivo pesato).

ESERCIZIO 44: {x+?) Nelle notazioni di 4.2 se la Steineriana non & indeterminata allora
# una curva piana di grado (n - 1){m -1+ {(m -1~ 11+ { - 1}{n-1).

ESERCIZIO 45: (#+7) Se S{C,D,E} & determinata e J(C, D, E)} & indeterminata

esistono infiniti punti ¢ tali che £y, Dy, By hanno una componente comune.

Esgrcizio 46: Sia B la corrispondenza costruita nella dimostrazione del teorema di

Salmon. Usare la Jegge di gruppo della cubica per provare che B = 2¢.

ESERCIZIO 47: Data una cubica C ed unaretta L, laretta L' che contiene i tangenziali
del punti di intersezione di C con L si dice retta satellite di L.

Sia L una retta che interseca € in tre punti distinti nessuno det quali flesso. Provare che
L & satellite di 16 rette distinte concorrenti a gruppi di 4 in 12 punti. Ognuna delle 16

rette contiene esattamente 3 dei suddetti punti.

FSERCIZIO 48: Sia F ¢ R? insieme finito ale che per ogni coppia di punti di E la
retta passante per essi contiene almeno un altre punto di . Provare che i punti di ¥ sono
allineati. Dedurre che una cubica affine liscia € ¢ C? di equazione f € Rz,y] possiede al
pift tre Hessi a coerdinate reali. {Sugg. Sia S Vinsieme delle rette che contengono almeno
due puntidi E esia A = {{L,p) ¢ Sx Elpg L}. Se per assurdo A # @ si prenda un
elemento {Lo,po) tale che la distanza tra py e Lo sie minima.)

ESERCIZIO 49: {Teorema di Riemann}

Sia € una curva piana liscia di grado n e di genere g. Dato un divisore effettivo ¢ su C
sia 1 effettive tale che ¢ + n sia aggiunto di grado d. L'insieme ¢} dei divisori effettivi

linearmente equivalenti a ¢ & in bigezione naturale con I'insieme dei divisori aggiunti di
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grado d maggiori o uguail a 7 ed & quindi uno spazio profettivo di dimensione finita [{¢}.

Provare che I{¢} non dipende dalla scelta di n e che vale
dego — g S U(P) S degd

(Sugg. Se £ & un divisore effettivo provare che Uinsieme dei divisori effettivi linearmente
equivalenti a ¢ che contengono £ & un sobtospazio proiettivo di {¢}).

¥sERCIZIO B50:  {Teorema di Cayley, 1843). Siano pi,...,Pam puntl distinti di inter-
sezione di due curve irridueibili di grado n,m. Se 0 < p < min{n,m) allora p1, .-, Pam

inducono
Y2
2

condizieni lineari sulle curve di grado n+m —p.

min

Nota. La dimostrazione del risultato del precedente esercizio richiede i teorema A4
BG datato 1872, Non ho visto P'articolo originale di Cayley ma la dimostrazione
presentata in [Cre] non & corretta. Il teorema di Cayley ¢ stato generalizzato da
Bacharach nel 1886 (vedi esercizio seguente per una versione debole}

ESERCIZIO 51: {Teorema di Cayley-Bacharach, 1886)

Ficco una interessante applicazione del teorema del resto di Brill e Noether.

Siano €, D curve piane liscie di'grado n,m che si intersercano trasversalmente e sia & <

I < min{n,m) un intero. Per Bézout non esiste nessuna curva di grado [ contenente

. s L
C'n D ed & quindi possibile trovare un sottoinsieme A C ¢'N D di cardinalita §(l+ IHi+

2) = él([ -+ 3} + 1 che non & contenuto in nessuna curva digrade {;sla B OnDil
complementare di A, Dimostrare che ogni curva di grado n+m — 1 — 3 che contiene B
contiene anche A. (Sugg. Si assuma n > m per fissare le idee, sia A una curva fissate di
arado n+m — —3 che contiene B e sia p € A; bisogna dimostrare che p € H. Si prenda
L una retta generica per p e sia F Uunica curva di grado ! contenente A — p. Possiamo
scrivere Hip = B+n, (E+L)jp = B+ con i divisori effettivi su D, Per il teorema
del resto esiste una curva F di grado m — 2 tale che Fip = g +7. Provare che L & una
componente i F e quindi che p € 1)

ESERCIZIO 52: Forse il modo pitt semplice per dimostrare che le quaterne di Salmon
di una cubica liscia € sono proiettivamente equivalenti & quello di usare a forza bruta e
dimostrare che 'invariante j & lo stesso.

Per facilitare il conto, se p,q € ¢, non & restritéivo supporre Pg trasversa a C, si pud
quindi prendere un sistema di coordinate omogenee tali che p = [1,0,0], ¢ = [0,1,0],

T,CnT,C = 10,0,1] e € & definita dall’equazione wi+urd{ze+o: ) 7o (e Hhy HeTa) =
a.

ESERCIZIO 53: Per ogni a € C sia €4 € C* la conica affine di equazione

fia— 1)z +4° + 1)+ 2a~Hzy, i=v-1
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Determinare 1 valori di e pert quali C; contiene infiniti punti a coordinate reali. {Sugg.
per una soluzione elegante dell’esercizio suggeriamo 'uso dei ben noti isomorfismi conformi

tra il disco unitario di € ed il semipiano superiore.)

ESERCIZIO 54: {+} La definizione originale di Weiersirass del genere di una curva
liscia & leggermente diversa, ma sostalmente equivalente, dalia 5.4 (cf. {E-C] Libro V,
p. 141-148). Egli infatti definiva ii genere di C come il piil piccolo intero p tale che
per ogni divisore effettive ¢ di grado p + 1 I'insieme | dei divisori effestivi linearmente
equivalenti a ¢ & uno spazio proiettivo di dimensione I{¢) > 0. Provare I'equivalenza tra

la 5.4 e la definizione di Weierstrass. {Sugg. Utilizzare 1l teorema di Riemann {esercizio

49) per dimostrare che la definizione di Wejerstrass ha senso dopodiché, per p definito

core sopra, provare la disuguaglianza di Riemann H{g) > deg ¢ — ).

ESERCIZIO 55: Siano €, D ¢ R? due cerchi che si intersecano in due punti distinti
p,q. Siano ¢ € C e d € D e per ogai retta L passante per ¢ sia { € € il secondo punto
di itersezione di C e L, ' il secondo punto di intersezione di I e pl e [ il punto di
itersezione di I e dI . Provare che, al variare della retta L 1l luogo £ dei punti {7 &l
cerchio passante per ¢,d,q. {Sugg. utilizzare Ia generazione proiettiva delle coniche per
dimostrare che E' & una conica passante per ¢,d e per i punti di intersezione di ¢, D diversi

da p. Sinoti che questo risultato & sostansialmente equivalente al teorema di Miguel)

ESERCIZIO 56: (charK # 2,3), C cubica liscia p,¢ € C. Provare che esistono 4

coniche tritangenti a € in p,q¢ ed in un terzo punto r.

V1. Aspetti algebrici delle serie di potenze

t. 11 lemnma di Hensel

Sia K un campo, una norma su K & una applcazione | K — R che soddisfa le
seguenti proprieta:

1} lal = 0 per ogni a € K.

2) lal=0seesolose a=0.

3) la+b] < laf + |b] per ogni a,b € K (disuguaglianza triangolare).

4} |ab| = [a]lb] per ogni a,be K.
Si noti che [1] = | — 1] = 1. Ogni norma induce una metrica d{a, b) = la—bJ, il campo
normato (K,||) si dice completo o di Banach se & uno spazic metrico completo per
la metrica indotta dalla norma.

Esempio 1.1. Se K & un sottocampo di C allora il valore assoluto usuale induce una
norma su K. Tale norma viene spesso indicata con | joo.

Esempio 1.2. Sia K un campo qualsiasi, la funzione |8 = 0, |a] = 1 per ogni a # 0
& una norma che induce la topologia discreta.

Esempio 1.3, Sia K = Q e p € Z un numerc primo, la norma p-adica | Q- R

si definisce nel modo seguente: se o == p” ~ con b,¢,r € Z e b,c non divisibili per p
si pone laj, = p~7, si dimostra facilmente che si tratta di una norma.

Sia n un intero positivo fissato, un multiindice I = (41,...,4,) € un elemento di N7;
iltegradodi T & [I] =4y + ... + in.

Un multiraggio r = (ry,...,7,) & un elemento di (0,400)™. Se r = (r1,...,7) & un
multiraggio e I = (i1, ...,1,) un multiindice si pone v/ = rr? . rin.

Una serie formale a coefficienti in K nelle indeterminate x1, ..., 2, € una espressione

del tipo
q&,,—MZa;:zI a;e K, JeN"
I
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dove si & posto zf = xi* z‘fx:;* , chiaramente un polinomio pud essere pensato come
una serie formale in cui ay # 0 per al pli un numero finito di multindici.

La molteplicitd di una serie formale ¥ azz! & il pilt piccolo intere m > 0 tale che
ay # 0 per qualche multiindice I di grade m.

Con le ben note regole di somma e di prodotto di Cauchy le serie formali formano un
apello commutativo

Ki#1, . Tal]

Sia ora || una norma fissata su K, una serie formale ¢ = 5. ayz’ st dice convergente
se esiste un multiraggio r tale che

il o= 3 larir’ < oo

7

Se K = R, C questa definizione coincide con la classica nozione di serie totalmente

convergente; se | | & la norma dell’esempio 1.2 ogni serie formale & convergente.
Eserc1zio 1: Sia s > 0 fissato, una serie z a;a:f & convergente se ¢ solo se esiste un
numero reale positivo R tale che |a;|[7]* € R per ogni multiindice 7.
BSERCIZIO 2 Sia ¢ & K{z:, ..., 5.} di molteplicith m, r un multiraggio e o €]0,1].

Provare che [|¢llar < a™{|dl]-.

Fsercizio 3: Se (K, |) 2 dn campo completo ¢ ¢ € K{z;,...,z.} allora ¢ definisce
una funzicne continua su un intorno di 0 in K*.
Si faccia attenzione al fatto che, se il campo non & completo, una serie convergente
non definisce in generale una funzione in un intorno di 0.
Denotiamo K{zy,....zs} C Ki{zy,...,24]] il sottoanello delle serie convergenti. La
dimostrazione che K{zy,...,%n} & un sottoanello segue immediatamente dal seguente

Lemma 1.4. Siane ¢,9 € K{zi,...,xn} e sia r un multiraggio tale che ¢l < oo,
Hll- < oo, allera

1) |lé + ¢l < il + -

2) ol < il il

Dim. 1) & immediato. Se 3 & un monomio & ovvio che {¢¢ll, = |l ll4]- e guindi se
¥ & un polinomio il punto 2) segue immediatamente da 1). Dunque se ¢ = Y asz’,
per ogri s > 0 si ha 930, arz)|» < lloi-I¥li, e passande al limite per s — oo
si ottiene la tesi. : 0]
L applicazione ¢ = Za;zf -+ ¢{0) = ag definisce un morfismo surgettivo di anelli
K{z1,-..,zn} — K, sia m il suo nucleo.

Lemma 1.5. m ¢ U'unico ideale massimale di K{zy,...,z,} (che é quindi un anello

locale).
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Dim. Sia ¢ € m, dobbiamo dimostrare che 1 — ¢ & invertibile,

La serie formale ¥ = 3 0, ¢' & l'inverso di 1 — ¢ in K[[z,...,x,]], rimane da vedere
che 7 & convergente.

Sia R un multiraggio tale che ||¢l|g < oo, siccome ¢{0) = 0, per ogni scalare positivo
§ <1 st ha lidllsn < §ldlln e quindi per § sufficientemente piccolo r = JR soddisfa
la condizione }j¢|l, < 1 e per il lemma precedente ¥l < 0. ]

Corollario 1.6, K{t} ¢ un anello ad ideali principali, pitt precisamentie ogni ideale

non banale é generato da t° per qualche n > 0.

. Dim. Sia 1 # 0 un ideale e sia f € T di molteplicitd minima m, siccome {7 divide

ognl g € I basta dimostrare che t™ € 1.
Si pud scrivere f = ¢ con ¢{0) # 0, un tale ¢ & invertibile e quindi t™ = f¢~t € [.
£

Definizione 1.7. Una serie p{z,t) € K{z1,...,Tn,t} sl dice uno pseudopolinomio
1) di grado NV in 7 se &

N
plz,t) = Y %erﬁi(m}tN”i, ¢ € K{z1,..., 20}

i3

Teorema 1.8.{Lemma di Hensel) Sia p{z,?) € K{z1, ...,z }[t] uno pseudopolinomio
di grado N in t e sia pe(t) = p(0,1) € K[t]. Sianc he, ko € K[t] due polinomi monici
senza fattori comuni tali che pg = hoky e di gradi rispettivi ¢,b= N —a.

Esistono allora unici due pseudopolinomi h, k € {1, ..., 2o il di gradi rispettivi o, b
in t tali che hk = p e he(t) = h(0,%), ko(2) = K{0,1).

Premettiamo alla dimostrazione alcuni risultati preliminari. Dato ¢ = Y. a;i* € K[¢]

si pone |g| = Hglly = 3 |a;|, vale allora il seguente

Lemma 1.9. Sieno ho, ko come sopra: per ogni polinomio g € K[t] 48 grade < N
esistono unici due polinomi q1,qz di grado < by < o rispettivamente tali che hogr +
koge = q.

FEsiste inoltre una costante C > 0 indipendente da g tale che lqi| + g2} < Clg|.

{1 T matematici sono grandi abusatori dei prefissi quasi- e pseudo-. In sintonia con
il linguaggio comune i} termine pseudo-x viene usato per indicare oggetti che non
sono x ma che si comportano come se lo fossere, mentre con quasi-x st intende un
oggetio che possiede una parte delle proprietd che definiscono x. Esempio: polinomio
quasiomogeneo, curva pseudoolomorfa, varietd quasicomplessa, fascio quasicoerente,

ete.
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Diim. Siecome hg € kg sono relativamente primi, esistono polinomi {, m tali che gl +
ko = 1 e quindi
ha(lg) + ko{mag) = q

ed & chiaro che esiste una costante € (dipendente sclo da {,m] tale che {{g|+|mg] <
Cilal- '

Per opgni polinomio r vale ancora
ho(lg — ko) + ko(mg + rho) = g

e quindi #gqy + koga = ¢ dove gy 2 il resto della divisione di ig per il polinomio
monicoe kg, Dall’algoritmo della divisione euclidea fra polinomi segue facilmente che
esiste una costante € dipendente solo da kg tale che igq| < Cyligl.

Siccome g ha grado < NV il polinomio gz & necessariamente il resto della divisione di
mq per hp ed esiste una costante Cy tale che |ga] < Cslmygl. Basta allora prendere
C = Oy {Cy -+ C3). a

Lemma 1.10. Esiste una costante B > 0 dipendente da n tale che per ogni multiin-
dice I #£0, I € N7, n>0 vale

1 B
e, W=7 < 7

Dim. Sia d la parte intera di /|, per simmetria

1 1
> I S 2 sy

neJ<l n<|ti<d

1

Dato che esistono al pitt 8771 multiindici J con |J| =3 s ha

d - d 2

1 s 1 -
Z W = Z ghtigntl = Z ——szdn"é:l < ﬁd’:—;—l

D<\J1Sd s= s=1
g

Dimostrazione di 1.8: Scriviamo p = Zp;(t)xf, si noti che py(t) & un polinomio
T
di grado < N per ogni I # 0. Siccome p & convergente esiste un multiraggio r =

{(r1,...,7) tale che per ogni T # 0 |py| <rl.
Cerchiamo h e k del tipo

h=> ki)' k=) ki)'
I

I
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dove hj,k; sono polinomi di grado < 4, < b rispettivamente per ogni [ # 0.

h e k sono soluzioni formali di hk = p se e solo se per ogni I # 0

hoky + kohr =pr =D hokr—;
J<r

Usando il lemma 1.9 e induzione sul grado di I si vede che tali h;, %y esistono unici,
rimane da dimostrare la convergenza di h e k.
Siano B,C le costanti introdotte in 1.9 e 1.10 e 4 > 0 tale che 2ABC < 1; esiste
un numero reale positivo R sufficientemente grande tale che per ogni I # 0 vale
20+ pr| < ARVL
Dimostriamo per induzione su [T} che Jhri+ |kr| < ARMHT| L

AR A*BRI

: < ARl p1-n—t
QC’EI[)’L*?‘l + [IEn-{*i )~ [ i

el + lke| < Cllpr + 3 1hallki-al) < O
J

Questa stima sulla norma chiaramente implica la convergenza di & ¢ k. ]

Corollario 1.11. Sia plx,t) € K{z1,...za}t],

- N
plz,t) =tV + Zq&;(m)t”“‘ ¢ € K{z1, o 2n}
=1
Se $n(0) = 0, ¢dn-1(0} # 0 esiste unica una serie convergente ¥ € K{zy,....x,}
tale che $(0} = 0 e p(z,¥{z)) = 8.
Dim. Per il lemuna di Hensel esiste una serie convergente ¥ ed uno pseudopolinomio
py tale che p = (¢t ~ ¢¥)p1 con p1{0) = ¢n-.:(0) # 0, in particolare per ogni ¢y &
K{z1,.-,%x} tale che ¥1(0) = 0 si ha p(z,¥1(z)) # 0 e quindi se p(z,¢:{z)) =0
deve necessariamente essere 1 = 9. [

2. 11 teorema fondamentale dell’algebra ed il teorema di Newton-Puiseux.

In questa sezione daremo una dimostrazione del fatto che € & un campo algebri-
camente chiuso che utilizza i concetti introdotti nel §1. Tale dimostrazione, sebbene
pill compiicata di quelle tradizionali, ha il pregio di gettare luce sulla geometria dei
polinomi complessi. Inoltre, con lievi modifiche (vedi esercizi), la stessa dimostrazione
pud essere utilizzata per dimostrare che un campo completo (K, | |) & algebricamente
chiuso se K — {0} & connesso.

Teorema 2.1.{Teorema fondamentale dell’algebra} Ogni polinomio p € Cit] di grado
positive ¢ un prodotto di polinomi di grads 1..
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Dim. 8i pud chiaramente supporre p monico di grade n > 2
p() =t 4 a1t g,

Inoltre, a meno di effettuare sostituzione ¢ — ¢ — a , 8t pud assumere ay = 0.

Per induzione su n si pud assumere il teorema ver(:l per ogni polinomio di grado < n.
Dato un vettore @ = (ag, ..., a,) € T s5i pone po(t) = t* + apt™ 2 4 .+ a,. Si
consideri poi i due sottoinsiemi:

W = insieme dei vettori a tali che p, & Irriducibile.

V = insleme dei vettori a tali che vale p; = rs con r,s polinomi di grado positivo
senza fattori comuni. _

I’enunciato del teorema & quindi equivalente al fatto che W = @, questnltimol fatto &
una conseguenza det seguenti tre lemmi:

Lemma 2.2. VNW =0, VUW = C?! - {0}, V #£0.
Lermmna 2.3. W ¢ aperto.

Lemma 2.4, V & contenuto nelle parte interne di C*' — W,
Dai tre lemimi segue W = @; infatti da 2.2 ¢ 2.4 segue che V' & contenuto nella sua

B

parte interna e quindi & un aperto nonvuoto, adesso basta usare la connessione di
Crt - {0},

Dimostrazione di 2.2. L’'unica asserzione non banale @ VU W = C*"! - {0}. Per
Pipotesi induttiva, se a & V U W allora p, deve avere una radice di molteplicita n,
ciod pg = (L + b)". Siccome a; = nb=0 & b =0 e quindi a = 0. {0

Dimostrazione di 2.3. Siano [to,?1] coordinate omogenee di [P} e si consideri il chiuso
H = {(a,[to,t1]) € C*"! x Be[ 87+ autht] ™" = 0}

Se m: €1 x PL— C*~* & la proiezione sul primo fattore si ha C*~! ~ W = n(H) e
siccome 7 & propria w(H) & chiuso. ]
Dimostrazione di 2.4. Sia a € V, bisogna dimostrare che esiste un poliraggio r tale
che per ogni vettore T = {Tg,...,T,) con |z;} < r; st ha che pyo, non 2 irriducibile.

Sia 9(r, 1) = pay.{t), siccome ¢(0,t) & il prodotio di due polinomi monici relati-
vamente primi, per il lemmma & Hensel si ha é(x,t) = r(z,t}s(z,t) con r,¢ pseu-
dopolinomi in ¢ di grado positivo, preso dunque un poliraggio » sufficientermnente
piccolo r ed s sono funzioni definite sul polidisco A = {z € C*jz;| < ;} e quindi
a+ANW =10. ]

Se si considera uno pseudopolinomio p € C{z}t] si osserva immediatamente che in
generale non esiste nessuna fattorizzazione di p in pseudopolinomi di grade 1 in ¢,
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basta ad esempio considerare p = t* — z. Newton ebbe per primo Vintuizione che si
pubd sempre scrivere p(z,1) = [[,{t — ¢i(z)} dove ¢;(z) = ¥ a;2% con gli esponenti
@; non necessariamente interi. La dimostrazione completa di questo fatto si & avuia
moito pill tardi ad opera di Puiseux nel 1850. I risultato chiave & il seguente

Teorema 2.5. Sic K un cempe clgebricamente chiuso di caratieristica 0 € sig
plr,t) = ¥ + 3 ¢i(a)tV 0 € K{z}t], N > 0.

Esiste allora un intero 0 < s < N tale che p(£°,1) ¢ decomponidile in K{£}t].

Dim. Essende K di caratteristica 0 st pud supporre senza perdita di generalitd ¢, = 0.
Se p =tV la tesi & ovvia, altrimenti per ogni i > 2 sia oy la molteplicita di ¢, {per
convenzicne oy = o0 se ¢; = 0).

Sia § = 2 fissato tale che ?i < %,i per ogni 7. Se a; = O allora p{0,t) possiede
almeno due radici distinte e per il lemma di Hensel p{z, 1) si decdmpone nel prodotto
di due pseudopolinomi.

Se a; > 0, definiamo m i minimo comune multiplo dl j ¢ o, sia 5 = g—z < 4,
[ = T—’_E-‘ vogliamo dimostrare che p(£7,1) & decomponibile.

Scrivjiamo p(gs,t) =tV 4+ T (E)tV % dove chiaramente $;(£) = ¢;(£). Per ogni ¢
la molteplicita di 1; & sa; > il.ed & quindi ben definito unc pseudopolinomio

gl6.t) = plen €'0E™ N =N + 3 ﬁ%?t*’"” =t 4y (N

Siccome 7;{0} # 0 per i lemma di Hensel si pud scrivere ¢(€,1) = q1{£,1)g2(£, 1) con
: pseudopolinomio di grado ;. Siano pr,p; due pseundopolinomi tali che €, &) =
Q:(&,)¢W | & allora chiaro che p{£°,¢) = p1(£, H)pa(€,1). 0
Data una serie in due variabili f = Y a;;z*/ si definisce il poligono di Newton
N¢ di f come Pinviluppo convesso in R? del sottoinsieme di N? formato dalle coppie
(i',5") tali che a;; # 0 per qualche i <o, j £ 5.

Ad esempio il poligono di Newton di ¢ + % + iz &

» -
i 2
e e "
e e m %,
e 3
e o S $ :_. S ‘i%ﬁ?
24 & oG o ﬂ"\ef‘«&\
b o X o &
g o A
i < 4 o B &S HH &)
5, & o o, P 3 ol 25 oS )
o e R > = \;w}
iy S0, b, 2, 8 e £ &5, 48
& g R P S
b e 5 % o o, 0
i =3 %2 A o
> S GPSS L LD
$a s S bhdS S
%‘&% S GHHSS o
N ,@ 5 & o & &
. 2 A o 3
:“‘.\@\ SHGE x
“GEaedeed
1 2 3
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Si noti che nella dimostrazione del teorema 2.5, gli interi s ed [ sono determinati
da Ny, pil precisamente s & ii pilt piccolo intero positivo tale che il bordo di N,
contiene un punto di coordinate intere ([, N — s).
L’esponente s determinato dal poligono di Newton non & necessariamente il minimo
indispensabile per fattorizzare p, si consideri ad esempio p = i — 12,
Se il campo K & di caratteristica positiva il teorema 2.5 non & vero in generale {(vedi
esercizi).
Una serie di Puiseux ¢ a coefficienti in K & una combinazione formale

. 1
qﬁzZaix‘ teaN,aiEK
i

dove €' & un intero positivo che dipende da ¢. Ogal serie di Puiseux possiede una
forma canonica ¢ = 3 ep a;x® determinata dalla condizione aggiuntiva che esistano
interi 4y, ...,14 tali che a,, ¥ 0 perogni h e M.C.D.(N,i,....,14) = 1. L'intero N si
dice ordine di polidromia della serie e se definiamo per ricorrenza

ig = IV
{is-i-l = min{z’[ai # U,MCD(i{), weey is) > MCD(Z(), ...,is,i)}

gh interi 7,...,7g s1 dicono esponenti caratteristici di ¢.

Una serie di Puiseux ¢ = ¥ a:;z¥ si dice convergente se esiste un raggio T > () tale
che Y |a;jrt < oo. Come nel caso delle serie di potenze si prova che le serie di Puiseux
convergenti formano un anello P{z}. Esiste una ovvia inclusione K{z} ¢ P{z}.

Corollario 2.6.(Newton-Puiseux) Sia p € K{¢}{z] uno pseudopolinomio monico in ¢
di grado N con K algebricamente chiuso di caratteristica 0. Esistono allora serie di
Puiseux convergenti ¢q,...,on € P{z} con ordine di polidromic < N tali che

N

plz,t) = [J(t - dilz))

=1

Dim. L'esistenza delle ¢; segue immediatamente da 2.5, sia s 'ordine di polidromia
di ¢y, ci6 significa che si pud scrivere x = £%, ¢ {z) = P(¢) con ¢ € K{£}. Se e &
una radice s-upla primitiva di 1, allora le serie ¥(¢*¢) descrivono al variare di i € N,
s radici distinte di p, dunque s < N. (5

3. 1l teorema di preparazione di Weierstrass

Sia r un poliraggio, r = (r1,...,7n), 5 definisce allora

By = {f € K{zs, .. enH i fllr < oo}
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Per 1.4 B, & un sottoaneilo di K{zy,..,z,} € per definizione Punione di tuttii B, &
Vanello delle serie convergenti; con la norma | ||, i K-spazio vettoriale B, diventa
uno spazio normato.

Sia o

p= izt € Kz, sz, t}

=0
una serie fissata e si assuma che esista N > 0 tale che ¢;(0) =0 perogni i < N e
Si consideri le applicazioni (dipendenti da ¢)

L:K{Zh sy $nrt} - K{-’L‘l, ‘--&rn1é}1 L(Z f?—{:‘g)tl) = Z fi($)té_N

20 i>N

VIK{D1y oy ns 1} Ky, o2y i}, V() = L(6S)

Lemuma 3.1. Sia v un multiraggio, esiste ollore B < r tale che Vi Br — Br é un

1somoTfismo.
Dim. Scriviamo

N
p=1" +tVe(z, )+ i@tV

[

con e(0) = ¢;(0y = 0. Sla ¢ = m, a meno restringere r si pud supporre
llefl~ < e, esiste inoitre una costante C tale che perogni R < r, BR= (R, ..., Rn, Rs),
vale |||l < C{Ry + ... + Ra).

Si noti che §LGY~g}llr < B Vilglir, presi quindi Ry, ..., R, sufficientemente piccoli

tali che |l¢i]ln < eRY siha

Ligg) ~g=eg+ y_ &LV g)

1

IVig) ~ gll = [L(¢g) ~ gilr < (N + Vellgilr = 5liglir

Sia m C K{xy, ..., 2n,t} l'ideale massimale, I = (z1,...,2,) e H=1d -V, H(g) =
g9 — Lidg).

Se g € IPm® allora H{g) € IPm*t! 4+ [P*'m*~"  per induzione segue che per ogni
g€ K{ry,..,z.}, 1> 0 vale

Hig) ¢ ZIPmi"p(N‘?’” ¢ m?
p20

)
dove d & la parte intera i NI
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Quindi per ogni g, V-"Hg) =50 H ‘(g) & ben definita come serie formale, essendo
inottre | H(g)lla < 27 ligllr siha || 20:s0 H¥(g)ir € 0o e quindi V & un isomorfismo
su Br. 0

Teorema 3.2. (Teorema & divisione) Siane ¢, N definiti come sopra, per ogni
f € K{z1, ... Tn, 1} esistono unici g € K{z1,...,Tn,t} e 7 € K{z1,..., 2 }[f] di grado
< N in t teli che

f=dg+r

Dim. Per {1 lemma 3.1 esiste g tale che L{f) = L{¢g) e quindi r = f — ¢g ha grado
< N in t. Viceversa se f = ¢g -+ r allora L{f} = L(¢g) ¢ per 3.1 g & unica. ]

Teorema 3.3. (Teorema di preparazione di Weierstrass) Siano ¢, N come sopra,
esiste allore unica e € K{zy,...,zn,t} invertibile tale che

N
ge =t + 3 gz, 0y =0.

i=1

Dim. Per il teorema di divisione esiste unica una serie di potenze convergente ¢ tale
che tV = e+ r con r polinomio in ¢ di grado < N, basta quindi dimostrare che
e(0) # 0, r(0,£) = 0.

Vale e(0,8)3(0,1) = e(0)¢" + 3, v a:t' e quindi necessariamente r(0,¢) = O.e e(0) =
1 (]
Alla Ince dei risultati dei paragrafi precedenti & evidente 'utilith del teorema di pre-
parazione di Weierstrass nello studio dei luoghi di zeri delle serie convergenti.
Dimostriamo adesso che per ogni campo infinito K Vanelio K{z;,....,2,} & un do-
minio a fattorizzazione unica, questo risultate si rivelera di importanza fondamentale
in seguito; se il campo & finito il risuitato & ancora verc ma richiede una diversa

dimostrazione, Premettiamo una definizione ed alcuni lemmi.

Definizione 3.4. Uno pseudopolinomio g € K{zy,...,z,}{t] di grado N in ¢ si dice

preparato in forma di Welerstrass o pid semplicemente preparato se g(0,t) = V.

Lemma 3.5, Siano f,g € K{2t,...,z,}[t] con g pseudopolinomio preparato in forma
di Weierstrass. Se f = hg con h € B{z1,...,zn,t} allora anche h € K{z1,..., 2.}
Si noti che se g non & preparato il risultato & falso, si consideri ad esempio il caso
n=0,f=8g=1+.

Dim. Sia g = £ + S g(@)*™t, .(0) = 0, f = T, filel ™ b= 3, ki(x)t,
bisogna dimostrare che h; =0 perogni ¢ > 7 — 5.
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Si assuma per assurdo che esista j > r — s tale che hy # 0, si pud allora supporre
che la molteplicith di A, sia minima fra tutte le molteplicita di hy, 7 > v — 5. Vale
Puguaglianza 0 = h; + ¥ gih; 4 ¢ siccome tutte le g; hanno molteplicits positiva si

ottiene 1ina contraddizione. |

Lemma 3.6. Sia g € K{zy,...,z,}t] pseudopelinomio preparato in forma di Wezer-
strass.
Allora g & irriducibile in K{zy, ...,z }[t] se e solo se é irriducibile in Kiz,, vy T, £},

Come in 3.5 il risultate ¢ falso se g non & preparato.

Dim. Assumiamo g irriducibile in K{z1,....Zn,t} e siano g1, € K{zr, ., 2.}t
tali che g == gigp. A meno di moltiplicazione per costante e scambio di indici si
pud supporre g; pseudopolinomio invertibile in K{z1, ...z, t}, ciod ¢:1(0) = a con
a € K- {0}. Ma essendo g preparato deve necessariamente essere g1(0,¢) = & e
quindi s =0 e gy = 1.

Viceversa supponiamo g irrééucibﬁé in B{r:,...,za}{t] e sia g = hihy con h; €
K{#1,., Zn,t}. Siccome hy(0,t) # 0 per il teorema di preparazione possiamo scrivere
h; = eg: con e invertibile e gy pseudopolinomio preparato; per il lemma precedente
g1 divide g in K{z1,..,2.}[t] & quindl ¢ = g1, hy invertibile oppure g = 1, hy

invertibile. 0

Lemma 3.7, Sia § € K{z,...,7n,t} non nullo, esistono allora cq,..,cn € K fali
che flait, ..., aqt, t) # 0.

Dim. Esercizio. I3

Teorema 3.8, K{z;,...,z,,{} ¢ un domindo a fattorizzazione unico.

Dim. Induzione su n, per n = 0 K{¢} & un dominic ad ideali principali. Sia n > 0
e f & K{zy,..,Tn,t}, a menc di un possibile cambio di coordinate del tipo t — ¢,
T ~+ & + cyt siopud supporre f{0,...,0,1) # 0 e per il teorema di preparazione di
Weierstrass si pud supporre f uno pseadopolinomio preparato in Z.
Siccome K{z1,...2,} e K{z|, ..,z }[{] sono domini a fattorizzazione unica si ha f =
TI f: con f; pseudopolinomi preparati irriducibili. Sia g € K{z1, ..., zn, t} irriducibile
che divide f, allora g(0,f) % 0 e per il teorema di preparazione si pud assumere ¢
pseudopolinomio preparato e quindi g = f; per quaiche ¢. O
Data una serie f € K{z,%} di molteplicitd m scriviamo f = fum + froy1 + ... cOB

f; omogeneo di grade i. Vale allora il seguente

Proposizione 3.9. Nelle notazioni precedenti sia v il numero det fattor: wrriducibili

distinti di fm, allora i numero dei fattori irriducibili distinti di di f & almeno 7.
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In particolare se f & irriducibile allora f,, € una potenza di un polinomio irriducibile
g se fn, possiede m radici distinte in P allora § & prodotto di m serie di molteplicitd
1

Dim. Dato che K{z,y} & a fattorizzazione unica basta dimostrare che se f & ir-
riducibile allora f, & una potenza di un polinomic irriducibile. Sia per assurdo
Fr = gahs tOn gy, ks omogenei di grado a,b > 0 rispettivamente ¢ senza fattori
comuni; basta provare che esiste una decompeosizione [ = gh con ¢ = o + Jar1 + -0,
ho= by +Augpr + e

A mene di un cambio lineare di coordinate e moltiplicazione per un invertibile pos-
siamo supporre f, fm. 0a, fp pseudopolinomi preparati di grado m,m,a,b rispetti-
vamente nella variabile y. Detto fla,y) = L%M«)“ vale f(0,1) = fnl0,) =
§.(0, y)hb(ﬁ,y) e per il lemma di Hensel possiamo serivere f = §h con §,h poli-
norai monici in y di grado a.b rispettivamente; basta adesso riconsiderare g(x,y) =
z%ile, %), h{z,y) = z"h{z, %) £
Se K & algebricamente chiuso e f € Kz, y}, f = fo + frnry + ..., i definisce il cono
tangente di f, C{f) € K2, come la curva affine di equazione f.,,. Chiaramente il
supporto di C{f) & unione di un numero finito di rette uguale al numerc di radici di-
stinte di f, in P1. Il precedente risultato pud essere allora riformulate nella seguente

forma:

Proposizione 3.10. Sic K glgebricamente chiuso e [ € K{z,y}, il numero di fattor:
irriductbili distindi di f non ¢ inferiore ol numero di rette distinte contenufe nel cono
tangente C{f).

N

ESERCIZIO 4: se K & algebricamente chiuso di caratteristica 3, allora 2% + %z 4+4° 2
irriducibile in K[{#]lx] per ogni s > 0.

ESERCIZIO 5:  Scrivere le serie di Puiseux radici dei polinomi = — ¢4, 2 — % — 3,
w? -+ Sutt 4 3w 4 £t

EsEre1Z10 6: (x) Siano f,g € K{z,t} senza fattori comuni, dimostrare che il K -spazio
vettoriale K{z,¢}/{f, g) ha dimensione finita. {Sugg: Ridursi al case f, g pseudopalinomi
preparati & quindi mostrare che esiste N > 0 tale che zV, ¢V

(fgh

ESERCIZIO 7: Dimostrare che K{zi,...,z.} & Noetheriano.

appartengone all'ideals

(Sugg. Sia { € K{zy,...,za} un ideale non banale e f # 0 un elemento di [, a meno
di cambi Hneari di coordinate e moltiplicazione per elementi invertibili si pud supporre f
paeucdopolinomio preparato rispetto alla variabile z,.. Siano gi,..., g» generatori deil’ideale

J =1 nK{z:, .., on.-1}zn], provare che g1,..,gs, [ generano 1.)

Espneizio 8: (K-algebre analitiche).
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Una K -algebra si dice analitica se & isomorfa ad un quoziente di un’algebra di serie di
potenze convergenti. Ogni algebra analitica & un anello locale Noetheriano con campo
residuo K.

ESERCIZIO 9: Sia ¢: K{z:,...,Ta} ~ K{y1, ..ym} un morfisme di K -algebre. Provare
che per ogni f € K{zy,...,za} vale ¢{f) = f{p{z1), ..., #(z.)) . Viceversa date g1,...,9n €
K{yt,....ym} serie di molteplicitd positiva esiste unico un morfismo ¢ come sopra tale
che ¢{z:) =g;, i =1,.,n. {Sugg. Detti M e N gli ideali massimali di K{z:,..,z.} ¢
K{y1,..5m + rispettivamente vale $(A°) C N* per ogni 8 > 0.)

4. Esercizi complementari

ESERCIZIO 10 In un campo finito esiste tna unica norma {quella di 1.2},

Esercrzio 11: Sia K il campo delle frazioni glebali di un dominio a fattorizzazione
unica A e sia f & A irriducibile. Mostrare che esiste una unica norma su K tale che
tfl= % e |g] = 1 per ogni g € A non divisibile per f.

ESERCIZIO 12: Sia K un campo completo di caratteristica 0, se 2! > 1 allora K &
CONREesso.

ESERCIZIC 13: Perognin € Nsia A, = K{t} eparognl s € N, 5 > 0 sia
fnat An =+ Ans definito da p.(@)(t) = ¢(t*). Allora P{t} & it limite diretto del sistema
{An,pn.s)-

EsSERCIZIO 14: Nelle notagioni del §3 se (K,] {) & completo allora (B, | {i-) & uno
spazio di Banach per ogni multiraggio r.

ESBROIZIO 15: () Per ogni r > 0 l'anello B. ¢ C{z} now & & fattorizzazione unica.

(Sugg. Mostrare che esiste una catena non stazionaria di ideali principalt)

ESerCIZIO 16: () (Criterio valutativo di convergenza).

Sta (K,} |} un campo completo di caratteristica 0 contenente tutte le radici di 1.

Una serie f € K[fz1, ..., z.]] risulta convergente se e solo se per ogni oz, .., @ € K la serie
Float, .. axt) € Kit]] & convergente.

{Sugg. Dimostrare nell’ordine i seguentt 6 punti.

A) {Formuia di Cauchy). Sia P € Kiz1, ..., 2,] polinomio di grado < n esia G ¢ K~ il
sottogruppo delle radici (n!)-esime di 1.

Se P =7 arx’ allora per ogni multiindice I vale

1 ple)
Sl

e€G*
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B} Se P == Z a:2" polinomio omogeneo di grado n. Sia G C K* il gruppo delle radici
ili=n

n-esime di 1, allora perognt vE K, t € K* vale

1 FPlu+te)
s Z ef
tEG*

ay =

C) Sia {f.} < Klzy, ..., z:] successlone di polinomi, con f. omogeneo di grado n.
Se {f.} & uniformemente limitata in un aperto di K™ allora esiste una costante € > 0
tale che per ognl n e per ogni coefficiente o di f., vale |al < C™.

D) Bia f =3 fu € Kfz1, ..., 2]} una serie non convergente. Per ogni £ > 0 sia
Ve = {o € K| esiste n tale chelfn (&) > A™}

Provare che Vg & un aperto denso.

E) Usare il teorema di Baire per dedurre che MgV # 6.

¥} 1l teorema & generalmente falso se il campo K non & completo, Ad esempio si provi
che se K & numerabile allora esiste f € Kllz, 31} non convergente tale che f(at,bt) & un
poiincmio in £ per ogni a,b € K.}

EserciZio 17: (Polinomi di Hermite}.

Dato un polinomio f € Rz] denctiamo con f* la derivata i-esima rispstto a z. Per

ogni intero positive n e per ogni numero prime p > n sia

Fop(e) =y fiz) € Qlz)

£2>0

dove
7t e o
Foplz) = e E(h - )

St noti che Fip ~ Fo , = fap(z). Si provi che:
a} Fn (0} & un intero non divisibile per p.
b} Perogni h=1,...n, F.p(h) & un intero divisibile per p.
c) Sia z € R, aliora
o b
Fapla) =33 5 150)
R0 §=0
{Sugg. Sviluppo di Taylor).
Esegrcizio 18: {La trascendenza di e).
La serie esponenziale & data da i}

x
[ — m——

h!
>0

Per ogni f =3 a;r’ € Rzl poniamo {|f]] = 3 la;]. Si provi:
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a) IfE () <l gl
by WP <A
Siano frp, Fn,p i polinomi definitl neil’esercizio precedente.
CP
{1t
d) Per ogni n fissato e per ogni A = 1,..., 1, limpace Frp(h) ~ e" £, ,(0) = 0. Sugg.

¢} Per ogni n fissato ssiste una costante C tale che ||fo ol £

Scrivere 1o sviluppo in serte di e e usare il punto c} dell’esercizio precedente.
Dal punto d) ¢ dail’esercizic precedente st pud facilmente dedurre che e & trascendente.
Sia infatti per assurdo o -+ @ie + ... +ane” = 0 con a; € Z, si ponga Fy = Fi.p e si

consideri i limite per p —+ co di

L

D an(Fp(h) —~ € F,(0)).

h=l

FSERCIZIO 19:  Dato un campo normato (IK,] ) sia n > 0 un inters fissato e siano

&1,.., 0y le funzioni simmetriche elementari definite dalla relazione

n n

[J~e) =3 (-1a""oi(a),  a=(o1,ram)
i=1 j;_:
Provare che:

a} Per ogni € > 0 (risp. d > 0) esiste un & > 0 (risp. € > 0) tale che
losfa)l <4, Vi=ial<e

{Sugg. Induzione su n}.
b} Per ogni ¢, M > 0 esiste § > 0 tale che per ogni a = {a1, ., 8}, 0 = {b1,...,0,) € K"
con fai| < M e |oi{a) — a;(b)] < & per ogni 4 si ha oy — by} < € per qualche §=1,...,n
{Sugg. sia g(z) = [[(& ~ &), flz) = [Hz - ai}, allora lg{a)] = |gla1) = fla)] <
SM™TH L+ 1)),

Esercizio 20:  Se K & algebricamente chiuso allora anche i suo completamento @
algebricamente chiuso.

EsERCIZIO 21: Se K - {0} & connesso allera K™~V & un aperto denso e connesso per
ogni settospazic vettoriale proprio V ¢ K™,

EsERCIz10 22: Sia K di caratteristica p > 0 e sia f(z) =2+ 3 e:x?™". Se p divide
d ed esiste a; # 0 con p Ji allora f(z) # (z ~ a)?.

Esercizio 23: Se un campo normato K & compieto e K — {0} & connesso allora K 2
algebricamente chiuso. (Sugg. Ripetere la dimostrazione fatta nel caso K = C utilizzando
gli esercizi precedenti}.

EsERCIZIO 24: 1l completamente p-adice di (@ possiede infinite componenti connesse.



136 MARCO MANETTI

ESERCIZIO 25: Sia || una norma su @ tale che |p| < 1 per guaiche primo p > 1.
Allora jg! < 1 per ogni numero intero. Inoltre se {pl < 1 e p non divide g allora lq] = I.
{Sugg. Scrivere ¢" in base p e fare tendere n — o0).

EsERCIZiO 26: (Le algebre ombra).

Sta K un campo e P lo spazio vettoriale di tutte le applicazioni lineart Klz] — K.

esiste un somorfisme naturale di [§ -spazi vettoriali

&P - K[, oL =) L")

Tramite & lo spazio vettoriale P acquista una struttura di K-algebra detta “algebra
ombra” {in inglese umbral algebra) e su tale circostanza si basa il calcole ombra (umbral
caleulus).

Si assuma adesso il campo K normato. I sottoinsiemi Bip,r,e} C Kizl, p € Kz}, r,e > 0

Bip,r.¢) = {alllg — pl}» < ¢}

sono una base per una topologia su Klzj.

Detto B; ¢ K la palla di centre 0 e raggio 4, un funzionale L € P & continuo se e solo se
per ogni & > 0 esistono e, r tali che L{B{0,7,¢) C B;.

Tramite 'isomorfismo & le serie convergenti corrispondone ai funzionali continui.
ESErC1z10 27:  (#x) (Anelll Henseliani).

Sia 4 un anello locale con ideale massimale m ¢ campo residue K ; provare che le seguenti
proprietd sono equivalenti;

a) Sia p € Alz] un polinomio monico a coefficienti in A esia § € Klz] la sua riduzione
modulo m. Se esistono 71, Pz € K[z} senza fattori comuni tali che 15z = §
allora si puo sollevare #Y, 7 a polinomi p1,ps € Alz] tali che pypz = p.

b} Per ogni omomorfiso di aneli A4 — B per cut B sia finitamente generato come A-
moedulo, 'applicazione naturale tra gli insiemi deghi idempotenti F(B) — E{(B/mDB)
& bigettiva (per definizione di E{B) = {b& B1b* = b}).

¢} Per ogni morfismo di anelli 4 — B con B finltamente generato come 4-modulo si
pud scrivere B come prodotto dirette di un numero finito di anelli locali.

Un anelle con gueste proprietd si dice Henseliano.

Fspreizio 28: K campo di caratteristica p > 0, provare che 28 + 277 + 45 = §
non ha radici in K[{#]] per ogni 5 > 0. (Sugg. si puo’ chiaramente assumere K algebrica-
mente chiuso, una ipotetica soluzione {%, 5} deve necessariamente sssere del tipo {y®,mp);

induzione su 3.}

EsgErCIzZic 29: S consideri il morfismo di K -algebre

& K{‘JJ;, v EBny by g tm, 21, 00, Zm} -y K{Il, ey By L1 ...,tm}
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definito da ¢(z:) = @, ¢(t:) = ¢z} =t
i) Provare che il nucleo di ¢ & Uideale generato da 31 — 21, sbm =~ Zm . {Sugg. eseguire
il cambio lineare di coordinate z — 2 — t:.)
ii) Perogni f € Kzt Zn,trseinbn,y 21, - ) Sl F ottenuta da [ scambiando la
variabile #; con 2z, ¢ = L,.,m. Date fi,..fs € Kiz, . 2n, by tmg 21,00 2 )}

provare Puguaglianza degli ideall
(fls"‘) fSatl - Z1y ey bm zm) = (fl,-u, fs,tl e Fy ey b — zm)

- (sugg. #(f) = ¢(f).)

ESERCIZIO 30: Siano f € K{Z1, ., Tn, 1, bm by Jiaoni Gm € K{21, 0y 2a ]} di moite-
plicita positiva. Provare che Uideale generato da fi#1 — g1, tm = gm coincide con Pideale
generato da f{Z3, ., Tn, Gis e Gm hE =81, s fm = Gm - (Sugg. usare Vesercizio precedente).

ESERCIZIO 31: Sia ¢: K{x1,.cy@n, 1, Ym }E{21, ., 2o} un morfismo di K-algebre
tale che @(zi) = z;. Provare che il nucleo di ¢ & Videale generato dalle serie yi — ¢{zii} -

ESERCIZIO 32:  Siano fi,..fm & K{z:, .., za} dil molieplicith > 1, g1,...,9m €

K{Z1, ., En, Y1, Ym} di molteplicith > 2. Provare che i morfismo
) K{Elr“sxﬂyyh“'wym}

oz} = T
(g1 = f1 = 91,0 Ym = frm = G}

a: Kz, ,za} =

& un isomorfismo.(Sugg. usare i due esercizi precedenti ed Ul teorema di preparazione di
Weterstrass).

ESERCIZIO 33: Sianc fi,..., fa € K{z1,.., 5} di molteplicith = 2.

Provare che il morfismo ¢: Kizi, ...z} = K{z1, .., 2.} definito da ¢{z:) =z + fi dun
isomorfismo.

ESERCIZIO 34: Provare che ogni algebra analitica & isomorfa a K{z1,..,2.}/I con
T (0 zn)t.

ESERCIZIO 35: (Lemma di Cartan) Siano g1, ... gn € K{x1,.., 3}, g = 2:+gi con §i €
m?. Sia ¢ Pisomorfisme di K{xy, ...,z } definito da #(F) (21, 2a) = flgala), o gnlz)).
Provare:

i) Se il campo K ha caratteristica 0 e % = I'd per qualche d > 0 allora ¢ = Id.

i} Se la caratteristica di K divide d il risultato del punto ii} & generalmente falso,

ESERCIZIO 36: () Dato un ideale 7 < K{zy,..,xa} ¢ h 2 0 si definisce Ju{{} come
Jideale generato dai determinanti dei minort h > A di tutte le matrici Jacobiane (5;:%) al
3

variaze di fi,..., f» € I. Provare:
i} la definizione dei Jn & invariante per automorfismi di Kz, zal.
it} Se K ha caratteristica 0 ed esiste k tale che Joorn (D= {1), Juwnsa(I) C T allora ia
K -algebra analitica K{zi, .., za}/] & isomorfa a K{y, ...y}
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iif} Il punto i} & generalmente falso in caratteristica p > 0, & comunque vers sotto le stesse
ipotesi che K{z:,..,zn}/T & isomorfa a K{y1,...,un}/J dove J & un ideale contenuto in
L SUFRN 4

EsSERCIZIO 37: (#7) In caratteristica 0 se f € K{zy,...,z.} & irriducibile, allora f &
ancora irriducibite in K{[ze, ..., zn]}.

{Nota. Una dimostrazione possibile utilizza il teorema di Artin [Ar] sulla soluzione delle
equazioni analitiche. Probabilmente il risultato deli’esercizio & valido in caratteristica ar-
bitraria}.

ESERCIZIO 38: (relazione di Reiss)
Caratteristica # 2. Sia f € K{z}{y] pseudopolinomio monico di grado = tale che £(0, y}

abbia n radici distinte y1, ..., y» . Provare che i coefficiente di %™ ! in f & uguale a

n 2 2
ézfszy ey fa fy + fou o (O,yi}=9

I

iml

dove come al solito si intende con f. la derivata parziale rispetto a z ete.. (Sugg. scrivere
f=T1{y + #:(x)), derivare le relazioni f{z,—¢:(z)) = 0 e rappresentare i singoli termin
della sommatoria in funzione di ¢, ..., ¢a ).

EsERrCIZIO 39: Neli’esercizio precedente si assuma K = R e f convergente in una
striscia (—e, €) x R, descrivere i termini della sommatoria in funzione del versore tangente
e della curvatura della curva piana f = 0 nei punti di intersezione con 'asse = 0.

ESERCIZIO 40:

a) Sia (K,| [} un campo normato e ay, ...,a. € K tali che Ja;| = 1 per ogni ¢ = 1, .., n; sia
A < K i sotteanello generato dalle funzioni simmetriche elementari di as, oy On . Provare
che se l'insieme {a € Al|a| < n!} & finito allora ey, ..., 8. sono radici del’unita. (Sugg. i
polinomi p-(z) = [[.(x —a]), r € Z, non sono tutti distinti.)

b} Dedurre dal puntc a) che le matrici ortogonali a coefficienti interi hanno ordine finito

nel gruppo O(n).

VII. Le singolarita delle curve piane da un punto di

vista analitico

1. Archi e parametrizzazioni

Nel seguito K denoterd sempre un campo normato infinito. Per ogni f € K{t}

denotiamo con v(f) la molteplicita di f.

Definizione 1.1. Un germe di arco analitico, detto pil semplicemente un arco, &

un omomorfismo locale di K-algebre
o K{zy,....mn} — Kt}

L’arco o & unicamente determinato dalle serie di potenze afz;) € (1), dove (&) C K{¢}
denota Uideale massimale, se a{z;) = 0 per ogni ¢ chiameremo ¢ arco banale. Se
f1s s fn € () i dencta con o = (fy,..., f») arco definito da a{z;) = fi.

Un arco « si dice primitivo se Vimmagine di o contiene un ideale non banale di
K{t}.

Esempio 1.2.

a) Un arco a: K{z} — K{i} & primitivo se e solo se & un isomorfismo {vedi esercizi).
b) L'arco o: K[z, y]] — K[[t]} definito da a{z} = t*, a(y) = 3 & primitivo: infatii
Uimmagine di o contiene I'ideale (¢2).

c) Siano a:K{zy,...,zn} —r K{t}, & K{t} —» K{t} due archi. Se £ o v & primitivo
allora { & un isomorfismo.

ESERCIZIO 1t Sia M = K{z,y}/{f) con f € K{z.y}. Se v{f{0,y)) =n allora M 2
un K{z}-modulo libero di rango n.(Sugg. Tecrema di divisione).

Esgrcizio 2: Sia o K{z} — K{t} morfismo di K-algebre locali e sia n = v{a(z}).
Provare che, tramite «, K{t} & un K{z} modulo libero di rango n. In particolare o &

un somorfismoseesolose n=1,
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Esiste un semplice criterio per stabilire se un arco & primitivo. Premettiamo

alcuni lemmi:

Lemma 1.3. Siano g, f € K{t} di molteplicita positiva con f % 0 e si consideri gli
archt o, S K {z,y} — K{t} definiti da a = (f,9) e 8= (f, fg}.

Allora & é primitivo se e solo se 3 & primitive.

Dim. Siccome immagine di o contiene 'immagine di 3 se 3 & primitivo allora anche
o & primitivo.

Viceversa essendo o primitivo esiste un intero a > 9 tale che a{y®) = afzp) per
qualche p appartenente allideale massimale di K{z,y} e dunque y® — zp appartiene
al nucleo di «.

Se m = v{f) e (t¥) & contenuto nell'immagine di o dimostriamo che (fN*+em) &
contenuto nell'immagine di 5.

Sia h = f*h; con hy € (tV), esia h = alg), per il teorema di divisione si ha
g = q{y®—zp)-+r con r polinomio in y di grado < a. Siccome a(p(x)y”®) appartiene
ail’immagine di 4 se la moiteplicita di ¢ & almeno b si ha che h = a{z®q) = a{z®r)

appartiene all'immagine di 5. g

Lemma 1.4. Sia H C N un sottoinsieme chiuso per U'operazione di addizione. Il
complementare di H & un insieme finito se ¢ solo se esistono hy,...,h, € H senza

Jattori comuni.

Dim. Una implicazione & ovvia. Se hq,..., h; € H sono senza fattori comuni esistono
interi ai,...,ax tali che athy + ... + arhy = 1. Detto 5 > 0 il minimo interc tale
che shy.. i+ hie; > O perogni ¢ si hache h = shy hg e h+1= 3 bk, b; >0

appartengono a H e quindi n € H per ogni n > A%. O

Teorema 1.5. Un arco e K{zy,...,2,} — K{} ¢ primitivo se e solo se esistono
Gisen g € Bizy, ., zn} tali che le molteplicite v(a{g1)), ..., v(a{g1)) non hanno
fattori comuni.

Dim. La condizione & chiaramente necessaria. Viceversa per il lemma precedente
esistonio p,¢ € K{z1,..,zx} tali che v(a{p)) = v{a(g)) + 1. Scriviamo f = a(g) e
fo = a(p) con g € K{t} di molteplicita 1.

Basta chiaramente provare che & primitivo Yarco §:K{z,y} —+ K{t} definite da
A(x) = f, B{y) = fg e questo segue dal Lemma 1.3 assieme al {atto che ogni elemento

di K{t} pud essere rappresentato come una serie di potenze in g. 0

ESERCIZIO 3: Si consideri un arco a: K{z,y} — K{t} definito da

a(z)=t",  aly)= ) at
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Se la caratteristica di & non divide n allora o & primitivo se e sclo se esistono indici

hi,..., by tali che an, # 0 e n, A1, ..., ke non hanno fattori comuni.

Esercizio 4:  Per un arco a:K{zi,..,z.} ~» K{t} le seguenti affermazioni sono
equivalenti:
i) o & primitivo.
i) 1 conucleo di o & uno spazio vettoriale di dimensions finita.
iit) Detto m i'ideale massimale di K{z,,...,z.} perogni s > 0 a{m®) contiene un ideale
non banale.
Diremo che due archi sono equivalenti se differiscono per un automorfismo di

K{}.

Proposizione 1.8. Sia a:K{z,y} — K{t} un arco non banale. Allora kera = (f)
con f & Kz, y} trriducibile

Dim. Proviamo per prima cosa che kere # 0: se a(zy} = 0 abbiamo finito, altrimenti
per il teorema di preparazione di Weierstrass possiamo moltiplicare per deghi invertibili
le serie a{z)~-z,€ B{t,z}, oly)~vy € K{t,y} e ottenere due pseudopolinomi f(z,t) €
K{z}t], gy, t) € K{y}{t] preparati in ¢ e tali che flo(z), &) =0, glofy),t) = 0.
Adesso basta prendere il risultante R(f,g) € K{z,y} " {f,g) che chiaramente appar-
tiene al nucleo di . _

Siccome kere & un ideale primo nen banale esiste f € K{x, y} irriducibile tale che
ol f) = 0. Sia ag) = 0 e proviamo che [ divide g; a meno di un cambio line-
are di coordinate e di moltiplicazione per invertibili non & restrittivo assumere f, g
pseudopolinomi preparati in vy, per VL3.6 f & irriducibile in K{z}{y]. Dato che
FlO,u) = y™, se fosse alz) = 0 sl avrebbe € = a(f) = a{y)™ e quindi o sarebbe
banale contrariamente alie ipotesi. Dunque afz) # U e la restrizione a: K{z} — K{t}
¢ iniettiva.

Sia R & K{z} il risultante di f, g, dato che «(R) = 0 ne segue che B = § e quindi f
divide g. 0

Definizione 1.7. Sia f € K{z,y} irriducibile e an K{z,y} — K{t} un arco primitive.
e st dice una parametrizzazione di f se o f) = 0 e quindi (per 1.8) kera = (f}.
Se il campo & algebricamente chiuso ogni serie frriducibile ammette una parametriz-

zazione sostanzialmente unica, pill precisamente vale il

Teorema 1.8, Sia K algebricamente chiuso e f € K{z,y} irriducibile. Esiste allora
un arco primitive o K{z,y} — K{t} tale che a{f) = 0. Ogni altro arco 7 tale che
B(f) =0 & la composizione di « ¢ di un endomorfismo di K{{}.

Dim. Induzione sulla molteplicitd d di f.
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Se d = 1, a meno di un cambio lineare di coordinate si ha per il teorema di prepara-
zione di Weierstrass

f(may) = (..’L‘ - d’(y))e(ms y)a 8{0) ?é 0

Un arco primitive che annulla f & quindi dato da a{z) = ¢(t), ofy) = ¢.

Se 4 & un altro arco primitivo che annulla f deve essere necessariamente f(z) =
¢{B{y)) e quindi 8 & la composizione di « ¢ del morfismo K{t} — K{t} dato da
Si assuma adesso d > 0 ed il teorema vero per serie irriducibili di molteplicitd minore
di d. A meno di un cambio lineare di coordinate e per il teorema di preparazione

possiamo assumere

Fla, ) =zt + gz + L+ daly),  w(di) 24, da#0

Asserzione: A meno di un cambio di coordinate del tipo © — ¢ — ¥(y), ¢ € Ky,
{0} = 0, y = y possiomo supporre che il poligone di Newton di f abbia una delle
seguenti due forme,

t & non divide !

Tipo irriducibile Tipo riducibile

Dim. St osservi innanzitutto che se r(y) & una serie di potenze di molteplicita suffi-
cientemente alta il poligono di Newton di f & invariante per il cambio di coordinate
- z—r(y}, ¥y -y e quindi non & restrittivo provare Uesistenza di ¢ come serie di
potenze di molteplicitd positiva.

Dividiamo la dimostrazione in due casi.

1) La caratteristica di K non divide d.

1(y)
d

A meno di sostituire z con z — sl pud supporre

Flay) =zt + da(@)a® 2+ L+ daly), vl >

Essendo f irriducibile e d > 1 deve essere ¢y % 0. Se d non divide ta molteplicita di

¢q siamo gid arrivati. Se invece v{gy) = ds, essendo K algebricamente chiuso esiste
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un cambio di coordirate del tipo z — z — ay®, a € K, a # 0, che rende il poligono
di Newton di tipo riducibile con ¢ = ds.
2) Il campo K ha caratteristica p > 0 e pld.

d=dyb compare in f

Si consideri l'insieme E delle coppie {a,b) tali che il monomio x
con coefficiente non nullo e tali che a, b, p siano senza fattori comuni. Se F = § allora
f sarebbe una potenza p-esima e quindi E # §. Ordiniamo E secondo l'ordinamento
lessicografico; {a,b) < (e,d) seesolose a <coppure a=ce b <d. Sia (4,8) 1
punto di minimo di £.

Proviamo adesso che (4, B) & invariante per cambi di coordinate del tipo z — z +

gly), v — y. Infatti se @ < A allora ¢e{y)z?"* & una potenza p-esima e quindi

¢ (y)(z + g{y))?™* non contiene il monomio ¢~ 4y¥.

8i assuma che il poligono di Newton non sia ne di tipo Irriducibile ne di tipo riducibile,
allora esiste 0 < s < = tale che v(¢4) = ds. Con un cambio di coordinate di tipo
z - £ 4+ ay® s pud aumentare la molteplicita di ¢4. Se ancora non va bene si ripete
il procedimento (con un s > 3); la limitazione As < B implica che 1l procedimento

finisce dopo un numero finito di passi. 0

Ritorniamo alla dirostrazione del teorema. 51 assuma il poligono di Newton di tipo
riducibile o irriducibile e sia ¢ € @ il punto di intersezione dell’asse delle ascisse con
it prolungamento del primo segmento del poligono {vedi figura).

Detta s > 1 la parte intera di g st pud considerare lo scoppiamento di f definito da

fey) = i%%ﬂ € K{y)lz]

La molteplicita di f & chiaramenie > 0 e < d, per poter applicare 'ipotesi induttiva
occorre dimostrare la seguente:

Asserzione: f & irriducibile.

Dim. 5i assuma per assurdo che f abbia un fattore irriducibile g di molteplicita stret-
tamente minore. Essende g(z,0) # (0 non & restrittivo supporre g pseudopelinomio
preparato. Per il lemma V1.3.5 st ha f = gh con h psendopolinomio.

Detti a, b i gradi dei pseudopofinomi g, h rispetiivamente si ha ¢ + b = d e quindi
T oy &
flz,y) = (y‘”g(;;,y}}(yﬁ h(=2w))

contraddicendo la irriducibilita di f. W
Per induzicne esiste un arco primitive o = {c (), a2(t)) tale che Fflaa (), oz (t)) = 0
con oz # 0. Chiaramente floqod{t),as(t)) = 0 e per 1.3 'arco (oyof(t), op(t)) &

primitivo.
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Se f(B:{t), B2(1)} = 0 allora deve essere (51} > sv(B2) e quindl v = (377 ¢ K{t}
e f{x{1),5:(t)) = 0. Per Pipotesi induttiva arco 3 & la composizione di o e di un
endomorfismo di K{¢}. a
Naturalmente in caratteristica 0 il teorema 1.8 poteva essere facilmente dimostrato
utilizzando il teorema di Newton-Puiseux. La dimostrazione riportata ha tuttavia
il pregio di mostraze direttamente che ogni f € K{z,y} irriducibile si trasforma
in una serie di molteplicith 1 mediante un numero finito di cambi di coordinate e
scoppiamenti.

ESERCIZIO 5: (#x) (Lemma degli archi selezionati}

Sia K un campo algebricamente chiuso, P ¢ K{z1,...,2,} un ideale primo e h ¢ P.

Provare che esiste un arco a: K{zo,..,,zx} — K{t} tale che a{P) =0 e a(h) # 0.

{Sugg. Induzione su n, a meno di cambi lineari di eoerdinate esiste una base di P preparata

rispetto a ., . Usare il teorema 111,10, le proprietd del risultante ed il teorema 1.8.)

2. Un’altra piccola dose di algebra commutativa
AY Anelli di valutazione discreta.

Definizione 2.1. Un dominio di integrith A si dice un anello di valutazione
discreta (DVR) se esiste un elemento t &€ A~ {0} detto parametro locale tale che
ogni ideale non nullo di A & uguale a (t°) per gualche s > 0.

[’anetlo K{t} & un esempio di anello di valutazione discreta.
Si osserva immediatamente che un DVR & un anello locale con ideale massimale (¢},
che (1),0 sono gli unmici ideali primi e che il parametro locale & unico a meno di
invertibili.

Proposizione 2.2. Sia A un dominis locale Noetheriano con ideale massimale prin-

cipale. Se A non é un campo allora ¢ un anello di valutazione discreta.

D, 51 assuma che 4 non sia un campo e sia £ # 0 un generatore dell’ideale mas-
simale, per ogni a € A P'elemento ! — at & invertibile. Proviamo che M,5q(t7) = @,
se cosi non fosse esisterebbe a # D ed una successione a, € A tali che ¢ = t"a,.
la catena di ideali {a.} @ stazionaria ed esiste quindi una relazione del tipe g, =
bay = bla,y1 che € assurda in quanto ¢ non & invertibile e anqq # 0.

Sia I C (¢} un ideale non nullo e sia s il pit grande intero tale che [ C (¢°}, dato che
(¢%)/(t**1} ha dimensione 1 come spazio vettoriale sul campo residuo A/(2) ne segue
che T+ (#771) = (t°) e quindi ¢ — at®! = #5(1 — at) € I per qualche g € A ¢ quindi
telel= (). a

Corollario 2.3. Siac A un dominio locale Noetheriano con ideale massimale m. A
¢ un DVR se e solo se m/m? ha dimensione 1 su Afm.
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Dim. A non & un campo perché m # 0, sia £ € m la cul immagine in m/m? non &
aulla. Siha m o= {(£) + m? e per il lemma di Nakayama m = (t}. o

Per ogni DVR A con parametro locale ¢ si definisce una valutazione
v A - NuU{oo}
v(a) = sup{s{a € {¢*}}

Lemma 2.4. Sia A un DVR con valutazione v:
i) v{a+b) > min{p(a), v{h)).
ii) v{ab) = v(a}vib).
i) vie) = oo se e solo se a =0, v{a} =0 se e solo se ¢ & inverizhile.
w) a divide b se e solo se w(a) < v(b), in particolare A é un anelle Buclidec con

funzione grado v.

Dim. Lasclata per esercizio al lettore. [

In particolare valgono per tuttii DVR i risultati validi per gli anelli Euclidei. In queste
note siamo interessati al teorema di classificazione deile matrici a mene di successioni
di mosse elementari. -
Ricordiamo che con mossa elementare su una matrice M a coefficient] in un anello A
st intende una delle seguenti 6 mosse:
Mosse elementari sulle righe:

1) Permutare le righe.

2) Moltiplicare una riga per un invertibile di A.

3) Agpiungere ad una riga un multiplo di un’altra riga.
Mosse elementari sulle colonne:

1} Permutare le colonne.

2) Moltiplicare una colonna per un invertibile di A.

3) Aggiungere ad una coloana un multiplo di un’altra colonna.

Teorema 2.5. Sia A un anello di valutazione discreta e M una matrice a coefficienti
in A, E possibile trasformare M, mediante un numero finito di mosse elementari, in
una matrice N = (n;;) tole che ny; =0 se i j e nujng; se 1< 7.

Nota: T teorema 2.5 & vero pilt in generale per matrici a coefficienti in anello ad ideali
principali. Si pud inoltre dimostrare (vedi esercizi) che gli elementi n,; sono unici a
meno di invertibili di 4.

Dim. Sia M = {m;;). A meno di permutazioni nelle righe e neile colonne si pud
assumere che v{mp) < v{m;;) per ognt i,j dove si intende con » la valutazione

agssociata all’anello A.
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Dunqgue my; divide my; per ogni 4,7 e, a meno di operazioni elementari di tipo 3),
possiame assumere che myy|me; per ogal 4,7 e che my; =my; =0 perogni > 1. §i
prosegue quindi per induzione sulle dimensioni di M . O

Corollario 2.6. Ogni matrice invertibile a coefficienti in un anello di valutezione

discreta ¢ il prodotto di un numere finits di matrici rappresentanti mosse elementari.

Dim. Basta applicare 2.5 ed osservare che una maitrice invertibile resta invertibile
anche dopo una mossa elementare, i

Corollaric 2.7. Sie M matrice n X m a coefficienti in un anello di valutazione
discreta A. Esistone matrici snvertibili Uy € GL{n, 4), Uy € GL(m, A) tali che
UyMUs = {ny) dove ni; =0 se i j e nyjng; se 1 < 7.

Dim. Basta osservare che ogni applicazione elementare sulle righe (risp. colonne}
si pud ottenere moltiplicando a sinistra (risp. destra} con una opportuna matrice
invertibile. g
Da ara in pol considereremo per semplicitd che 4 = K{t} lasciando le possibili ge-
neralizzazioni come esercizio. Dato un K{t}-modulo M si definisce la lunghezza di

M come
M) = dimg M € NU {co}

Si noti che K{t}/{t™) ha lunghezza n e quindi per ogni f € K{t} si ha {K{}/(f) =
v(f)

Teorema 2.8. 5ic A= K{t} ¢ ¢: A" — A" un omomorfismo di A-moduli. Allora
vale {{coker @) = videt ¢} dove con det ¢ si intende i determinante della matrice che
rappresenta ¢ nelln base canonica di A™.

Dim. Le mosse elementari lasciano invariati sia [{coker ¢) sia v{det ¢}, non & quindi
restrittivo dimostrare il teorema nel caso in cul ¢ sia rappresentato da una matrice
diagonale, ¢ = diag(ay,....,0n}, 8; € A, E chiaro che videt ) = v{a) + ... + v{a,)
e che cokerd = A/{a1) & ... @ Af(an), l{cokerd) = [(Af{a1)) + ... + {4/ {a,)) =
vlag) + o+ vian). ]

B) 1l lemma del serpente.

1l periodo 1940-1955 & stato caratterizzato da un forte sviluppo della topologia al-
gebrica, molte idee maturate in quel periodo hanno influenzato enormemente tutta
quanta la matematica degh ultimi 50 anni. Basta citare ad esempio 1 concetti di
Categoria e Funtore e Putilizzo grafico delle frecce fino ad aliora sconosciuto (sembra
che il primo ad utilizzare una freccia per indicare un morfismo sia stato Hurewicz nel
1940: il libro di Walker [Wal, finito nel 1949, & uno degli ultimi testi a non fare uso di

frecce). Tra le nuove nozioni troviamo anche quella di successione esatta.
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Sia A un apello, una successione di morfismi di A-moduli

dn dry
(2.9) M B My~ Mg ——t.., nEZ
st dice un complesso se per ogni n vale dnpqp o dy = U o equivalentemente se

imd, C kerdnyi. Si dice invece una successione esatta se imd, = kerd,,;.
Una successione esatta come in (2.9) si dice limitata se M, = 0 ad eccezione di un

pumere finito di interi n, una successione esatta corta & una successione del tipo
O M s N — P 0

Un morfismo di successioni esatte corte & un diagramma commutativo

g wd Ny — My — B — 0

(2.10) l“ ia l'r

G——%NQMMQ—‘-)PQ—-—-)D
dove le righe sono successioni esatte corte. Si noti che un tale morfismo induce in
modo naturale due complessi

0oy ker oe—> ker f— ket y

coker o———eoker F—scoker y~-3(}
Un utile strumento & il seguente

Lemma 2.11.(del serpenie) Sia {2.10) ur morfisme di successioni esatie corte, esiste

un morfismo (di borde) §:ker~ — coker i tale che la successione
0~ ker s ker I—— ker 'y——‘i—moker a-ycoker J—scoker yv—0

¢ esofta.

Dim. Sia p € Pp tale che afp) = 0, per definire d(p) si prende m € M; un sol-
levamento di p, siccome il diagramma commuta, Vimmagine di G0m) in £ & nulla
e quindi F(m) € Ny; poniamo §(p} come la classe di F(m) nel conucleo di o, la-
sciarmo per esercizio al lettore verificare che & & un ocmomorfismo ben definito e che la

successione & esatta. )

EsErcizio 6: Sia

0 - N — M — P — 0

un morfismo di successioni esatte corte di spazi vettorialt di dimensione finita su K. Pro-

vare che la traccia di § & uguale alla somma delle tracce di a e 7.
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FSERCIZIO 7: Una applicazione lineare ¢ tra spazi vettoriali su un campo K fissato si
dice di Fredholm se ker ¢ e coker ¢ hanno dimensione finita; in tal caso si definisce I'indice
i{¢) = dimcoker ¢ — dimker ¢. Sia

0 - N1 e M1 B P} -3 0

L b

g —3 Np v Mo — P -— 0

un morfismo di successioni esatte corte di spazi vettoriali su K. Se o e v sono di Fredholm
allora anche 3 & di Fredholm e vale {(3) = i(a} + i{7}.

3. Aspetti analitici della molteplicita di intersezione

Da orain poi K denoterd un campo algebricamente chiuso. Iniziamo con una semplice

conseguenza dei risultati della precedente sezione:

Teorema 3.1, Siano f,g € K{x}y] polinomi monici in y tali che f(0,y) e g(0,v)
non abbiano radict comunt eccetto possibilmente y = 0.
Sie R = R{f,q)c K{a} il risultante di f e g, allora

v{R) = dimg K{z}/(R) = dimg K{z,9}/(f, 9)

Dim. Per i lemma di Hensel possiamo scrivere f = fifs, ¢ = ¢192 con fi, g €
K{z}y], fi.g: pseudopolinomi preparati in forma di Weierstrass, fo(0) # 0, g2(0) #
0. Per ipotesi i polinomi f2(0,%) e g2(0,y) non hanno radici comuni e quindi i tre
risaltanti R{f1,52), R{fa, ;) e R{f2,g2) sono tutti invertibili in K{z} ¢ +(R} =
v{R{f1,91)). Essendo inoltre chiaro che {f,g) = {(fi,;m) € K{z,y} st deduce che
non ¢ restrittive dimostrare il teorema nel caso particolare di f e ¢ pseudopolinomi
preparafi.

Sia F(0,%) = y", per il teorema di divisione K{z,y}/(f) & un K{z} -modulo libera
con base canonica 1,4, ..,y" ! e K{z,y}/{(f, g) il conucleo della moléiplicazione per
g in K{z,y}/{F).

Nella base canonica la moltiplicazione per g & rappresentata dalla matrice my; i col

coefficienti soddisfano la relazione
yg=hif+ mgy,  i=0,..,n~1,  h eK{z}y]
FES)

In base a IIL1.3 il risultante di f e g & esattamente il determinante di my; e la
dimostrazione si conclude usando 2.8. 03
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Corollario 3.2. Siane C,D curve piane senza componenti comuni, p € CND e
siano x,y coordinate affini centrate in p. Se f,g € Klz,y] sono le equazioni affini di
C e D rispettivamente vale

K{z,y}

VP(C,D) = dimg (f,g)

Dim. A meno di un cambio lineare di coordinate nen & restrittivo assumere che f e
g soddisfano le ipotesi del teorema 3.1, basta adesso ricordarsi che per definizione di
molteplicitd di intersezione v,(C, D) = v(R). |
I naturale estendere la molteplicitd di intersezione di due curve affint ad una appli-
cazione

K{z,y}
(f.9)

Dato che evidentemente v & invariante per cambi analitici di coordinate e per moltipli-

vz, y} x K{z,y} - NU{co}, v{f, g} = dimg

cazione di f e g per elementi invertibili, ne segue che v & univocamente determinata
dai valort v{f,g) con f,g psendopolinomi preparati in ¥. In tal caso, grazie 2 3.1, la
molteplicitd di intersezione & nguale alla molteplicita del risultante.

In particolare v{f,g) = co se e solo se f e g hanno un fattore comune.

Proposizione 3.3. v ¢é lunica applicazione K{z,y}* — NU {cc} che soddisfa le
sequenti proprietd:
i) vi{f,0)=vig. f).
i) v ¢ invarientie per cambi lineari di coordinate.
i) v(0,f) =00 e v(f,g+ fh)=v(f g) per ogni f g, h € K{z,y}.
iv) Se e & inverfibile e f # 0 allora v{e, f) =0.
v) viz,y)=1.
vi) v(f,gh) = v(f,g) +v(f k) per ogni f,9,h € K{z,y}.

Dim. Segue immediatamente dalla definizione e dal teorema 3.1 che v soddisfa le
condizioni 1),..,v). Una dimostrazione alternativa di i) che non utilizzi la bilinearita
del risultante pud essere fatia osservando che se f e gh non hanno fattori comuni

allora esiste una successione esatta

K{z, v} o K{z,y} s Kz, vy}
Fh R (e

dove (3 & la proiezione al quoziente e ¢ & indotta dalla moltiplicazione per g; lasclamo

—8

per esercizio al lettore la verifica della esattezza.
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Si consideri adesso una y che soddisfa le condizioni ¢},...vi) e proviamo che u{f,g)
non dipende da u;

Osserviamo dapprima che u{f,z) = v{f{0,y)) per ogni f € K{z,y}. Infati se z
divide f allora f = zg ¢ u{f,z) = p{f — zg9,2) = u{0,2) = oo. Se invece z non
divide f per il tecrema di preparazione f = eh con e invertibile e b = ¢™ + 2hy
pseudopolinomio preparato in y; dunque p{f,z) = p{h,2) = p(y™, z) = m.

Se g € K{z} e d = vig) sipud scrivere g = 2%, con g; invertibile e quindi u(f,¢) =
v{g{z)v(f(0,9)).

In generale slano f,g € K{z,y}, a meno di un cambio lineare di coordinate e molti-
plicazione per invertibili non & restrittive supporre f e g pseudopolinomi preparati
in y con degf < degg, proviamo per induzione grado di f che u(f,g) non di-
pende da p. Per il teorema di divisione scriviamo ¢ = fh+ 7 con v € E{z}Hy];
allora p(f,g) = p(f.r}). Se r € K{z} 2bblamo gid visto che u(f,r) non dipende
da p, altrimenti possiamo scrivere r = sep con s € K{z}, e invertibile e p pseu-
dopolinomio preparato in y di grado strettamente minore al grado di f e quindi
ulf g} = ulf,s) +plf,p)- u;

Teorema 3.4. Sia f € K{z,y} irriducibile e oo K{z,y} — K{t} una parametrizza-
zione di f: allora per ogni g € K{z,v} wvdle v(f, g} = v(alg)).

Dim. T risultato @ evidente se f divide g, basta quindi esaminare il caso in cui f e
¢ non hanno fattori comuni e w(g) # 0.

Siano ¢: Ki{z,y}/(f) — Bz, y}/(f), ¥:K{t} — K{¢} le moltiplicazioni per g e a{g)
rispettivamente; ¢ e ¢ sono morfismi inlettivi di K -spazi vettoriali. Il conucles P di

¢ ha dimensione finita ed esiste un morfismo di successioni esatte corte

0 — Kiz,y}/(f} - K} — P ~» 0

L Lo b

0 — Ki{z.y}/(f) -~ K{} — P — 0

Per il lemma del serpente esiste una successione esatta di spazi vettoriali di dimensione
finita

00— ker y——scoker p—rcoker ¥ —rcoker y—0

Dato che lo spazio vettoriale P ha dimensione finita dim kerv = dim coker v e quindi
v{f,g) = dimcoker ¢ = dim coker ¢ = v(af{g)}. ]

Esercizio 8:  Sia o = {0, o2} una parametrizzazione di una serie irriducibile f €

K{z.y}. Provare che la molteplicith di f & uguale al minimo detle molteplicity di oy, e,

4. Esercizi complementari

INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA ALGEBRICA 151

ESERCIZIO 9: Sia K un campo di caratteristica 2, provare che Parco alz) = % + %,

ay) = ¢* & primitivo. {Sugg. Lemma 1.3).

Nei seguenti esercizi verranno studiate alcune proprieta del poligono di Newton Ny C
(0, +00)? di una serie f € K{z,y}. Per convenzione riportiamo sull’asse delle ascisse
gli esponenti di y e sull’asse delle ordinate gli esponenti di z. Il campo K & inoltre
supposto infinito.
ESERCIZIO 10: Siano e, f € K{z,y} con e(0) # 0, allora Ny = Ny, ¢ quindi Ny
dipende solo dall'ideale {f).
In generale chiameremo poligono di Newton qualsiasi sottoinsieme convesso N C
[0, 400)? tale che N = Ny per qualche f di molteplicith positiva. I?rato un poligono
di Newton ed un suo lato [ si definisce la pendenza 0 < p{f) < 5 come Pangolo
formato tra [ ¢ ia retta verticale.
Dato un poligono di Newton N & sempre possibile ordinare i suoi lati ln,ly, ... 05 in
modo tale che 0 = p{lp) < p(ly) < ... < plls} = g—; diremo infine che il poligono N
& preparato se lo ¢ lx sono contenutl negli assi coordinati (se N = Ny la condizione
equivale a f{,0) #0 e F(0,y)# 0).
Dato un poligeno di Newton N preparato con lati ly, ..., [y si definisce la pendenza
minima ¢ massima min(N} = p(ly), maz(N) = p(le-1).
EsERCIZIO 11: Siano N, M poligoni di Newton preparati con maz(N) < min(M} si
ha che
N+ Ms={n+mlneN meM}C[ +oo)

& ancora un poligono di Newton preparato.

ESERCIZIC 12: Siano f,g,h € K{z,y} tali che Ny, N, siano preparati e maz{Ny} <
min{N,). Ailora Ny = Ny + N, se e solo se Nu = Ny

FSERCIZIO 13: Sia Ny = N 4+ M con N, M preparatl e min{N} = max(N) = % <
min{ M), allora esiste g € K{z,y} tale che N, = M, g|f e M.C.D (g, fo™ ') =1 {Suge.
Usare lo scoppiamento}.

ESERCIZIO 14: Sia N; = N + M con N, M preparati e maz(NV) < irm < min{M}.
Allora esiste g € K{z,y} tale che Ny = M, gif ¢ M.C.D{g, fg™' = 1 (Sugg. Usare
i fatto che M & invariante per cambi di coordinate del tipe z — =, ¥ — y + &{z) per
ricondursi all’esercizio precedente).

EsrroizIo 15: Sia K campo infinito e f € K{z,y}. Il numero dei fattord irriducibili
di [ & mapgiore o uguale del numero dei lati di Ny che non sono contenuti nell'unione

degli assi coordinatl. {Sugg. Fsercizio precedente].
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ESERCIZIO 16: Siano fi,..., f« € K{z} serie a molteplicith positive crescenti 0 <
vifi) <. <v{fn).
Descrivere il poligono di Newton di IL (y — fi{z)}. Siraccomanda di fare almeno il caso
nom 2.
EsERrCIziO i7:  {x) Sia K un campo di caratteristica # 2 & f = y* = (z* + %) &
K{z.y}, k,a > ¢, b > 2. Provare che f & irriducibile se e solo se ak & dispari.
{Sugg.: Preparazione di Weierstrass e poligono di Newton).
Esercizio 18: Siano f,h € Klzo,...,2z.] con A irriducibile, A{0) = f(0) = 0. Se &
divide f in KH{zo,...,z.]] allora lo divide in K[zo, ..., zn}.
{Sugg. Nen & restrittivo assumere K infinito, a meno di un cambio lineare di coordinate
si pud supporre A(0,...,0, 2.} # 0, si usi quindi il lemma di Hensel, il lemma V.3.5 e le
proprieta del risultante.}
Nota. L’esercizio precedente & un caso particolare del:
Principio GAGA locale. Sia I C Klzy, ..., z,] un ideale tale che

(I:f)={g € Klzo,-..zn]lfg € I} # I = f(0) = 0;

allora vale

I = IK{zg ..., zn} N Kz, .oy znl.

La dimostrazione & troppo difficile per essere proposta come esercizio e richiede la let-

tura preliminare di [Mat]. GAGA & Pacronimo di Gdométrie Algébrique et Géométrie
Analytique, dal titolo del celebre lavoro di Serre in cui tale principio & dimostrato nel
caso di € con la norma euclidea.

ESERCIZIC 190 Sia K un campo di caratteristica 0, &, f,g € Klz,y] con h irriducibile,
RiO) = f(0) =0, hy(0) # 0, g{0) = 1. Se h divide i polinomi fg. —gfz, fo, — ¢f, allora
h divide f.

(Sugg. Usare l'esercizio precedente.)

Esercizio 20: (Teorema degli zeri di Riickert)

Sia K campo algebricamente chiuso, per ogni ideale 1 € K{rs, ...,z } sia
Arell) = {¢ K{zo, ..., zn} — K{t}| #{I} = 0}.

Provare che Arc{l) = Arc{J} se e solo se vT = 7 (Sugg. Lemma degli archi selezionati}

ESERCIZIO 210 Si interpreti il teorema degh zeri di Riickert nella teoria dei germi di

spazi complessi.

ESERCIZIO 22: () {Teorema di Bertini)
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K campo algebricamente chiuse di caratteristica 0; Iy, D2 © P? curve piane di grade n
&

senza componentt comuni e sia Vil fascio di curve di grado n generato da Dy, D,

Si provi che esiste C € V' che & liscie al di fuort dei punti base di V.

{Sugg. dimostrare nell’'ordine i seguenti punti;

a} quasi tutte {cloé eccetto un numero finito) le curve €' € V sono ridotte,

b) sia F una curva irriducibile non contenuta in nessuna curva del fascio, provare che
esiste un punto p € F — BS{V) ed ura curva del fascio ¢ € V tale che m,(C) = 1 {Sugg.
esercizio 15).

c} siano Flzg,xy,12), G{za, 71,22} due pelinomi omogenel di grado n senza componenti
comuni e siano Fi, G;, 1 = (0,1, 2 le derivate parzizli rispeito alle variabile z;. Provare che

il luogo dei punti p & P? tali che

Folp) Filp) Falp) ‘
"“”g"(co(p) Gi(p) Ga(@))S1

& contenuto nell’unione di un numero finito di curve del fascio V.

ESERCIZIO 23: {x) In caratteristica 0 se €, D, E hanno lo stesso grado, la Steineriana
? indeterminata se e solo se esiste p € P* che & singolare per C, D, E. (Sugg: Tecrema di
Bertini}.

ESERCIZIO 24:  (#x) (Proiettivitd normale delle curve liscie)

Sia F £ Kirg. 1, 72) lequazione di una curva piana liscia O, A = Klze, 21, 2:]/(F) e
R{z) € Afz] un polinomio monico, Provare:

N Dati P= P+ P, Q=Q+@Q, pelinomi in Kizs,z1,z2] con P (risp. @, ) omogeneo
di grado r (risp. s} e P (risp. Q) di grado < v (risp. < ). Se P/Q & unaradice di R
allora vale v, {F, P.) > 1,(F, Q) per ognt p& C.

2) L’anelloc A & un dominio integralmente chiuso. (Sugg. Usare it punto 1} ed il teorema

AF + BG di Max Noether).

ESERCIZIG 25: Per un DVR arbitraric 4 con parametro locale ¢ e campo residuo

K = A/(#) si definisce la lunghezza di un A-modulo M come

S M
s
Provare che con tale definizione il teoremna 2.8 continua a valere.

ESERCIZIO 26: Provare che nel teorema 2.5 le valutazioni v{n;;) sono univocamente

determinate da M e non dipendone dalla scelta delle mosse elementari.

EsSERCIZIO 27: (lemma del 9)
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Si consideri un diagramma commutativo con le colonne esatte

[ 1]

0 Ng e M1 — P1 —
0 wp Ny Mg e Pg vy}
G ~~> Nz =3 My b Py e 0

g a 6

Provare che se due righe sono esatte allora & esatta anche la terza. {Sugg. sela riga centrale
& esatta applicare il lemma del serpen'te altrimenti caccla al disgrammaj}.

Nei seguenti quatiro esercizi proponiamo una generalizzazione del teorema V.5.1.
EsercIzio 28: Sia m ¢ K{z,y} Pideale massimale, f,g € m senza fattori comuni ¢
vif,g) = d. Provare che m? © {f,¢) e quindi che B{z,y}/{f g) & generato come spazio
vettoriale dai meonomi z°y” con a+ b < d. (Sugg. Panello A = K{z,y}/(f, g} & locale

Al 13

noetheriano con ideale massimale n = m/(f, g}, esiste h < d tale che n" =n =nn',

si usi i lemma di Nakayama).

Esgrcizio 29: Siano f,9,4 € K{z,y} con f di molteplicita 1. Provare che h € ([, g)
se @ solo se wih, [} > rvig, ).

Esgncizio 30: Siano fi,.., fr.g,h € K{z,y} con fi,.., f» di molteplicitd 1 a tangenti
distinte e f = fi..fn. Provare che se v(h, fi} > (g, i)+ 7~ 1 perognl 1 = 1,..,7 allora
Aelf.g). (Suge induzione su r).

Esgrcizio 31: Siano €, 0 ¢ P? curve fissate senza componenti comuni di equazioni
F' e G rispettivamente. ‘
Diremo che una curva E ¢ P? di equazione H soddisfa la condizione AF 4 BG glabale
se esistono polinomi omogenei A, B tali che H = AF + BG.

Diremo che E soddisfa la condizione AF + BG locale se per ogni p € €' N D, dette

f.g,h le equazioni di C, D, E in un sistema di coordinate affini =,y centrate in p, si ha
he(f,g) C Kiz,u}.

Provare che F soddisfa la condizione AF 4+ B globale se e solo se soddisfa quella locale.

(Sugg. Siano n,m igradi di C e D, provare che se d > nm le curve E di grade 4 che
soddisfano la condizione locale formano un sistema lineare di dimensione %d(d»'r 3) —mnm.
Ripetere la seconda dimostrazione del teorema V.5.1.)

ESercizZIO 32: (x) K campeo di caratieristica 0, f,7 € K{r,y} di molteplicitd positiva.
Se J= fogy — fug. = 0 allora f e g hanno gli stessi fatton irriducibili.

Esgrcizio 33: Sia f € K{z,y} pseudopolinomio preparato di grado m in v e sia
A 1l eonuclee del morfismo di algebre o K{u,v} — Bi{z,y}/(Ff), alg{u,v)) = glz, ).
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Provare che la dimensione di & su K ¢uguale a 1+ 24 .+ {m~1) = :?]'-m(m -1).

(Utilizzare 1l teorema di divisione per dimostrare che i monomi z°y*, 0 <a <b<msonn
una bage di A}

Eserc1zio 34:  {+) (Il numers di punti doppi}
Dato un arce primitivo on K{z,y} — K{{} la dimensione é(a;} def conucieo di o ¢ detta
numero di punti doppi di «. Per ogni f € K{z,y} si pone:

1) 8{f) = 0o se f possiede una componente multipla.

if) 8(fy =0 se f &invertibile.

iti} Se f & ridotta di molteplicita positiva e ai,.., % sono le parametrizzazioni delle

compenenti irriducibili di f st pone 8{f} uguale alla dimensione del conucleo di
Ki{e,y}™ ol K{1).

Dalla definizione segue immediatamente che se f & irriducibile con parametrizzazione a
allora 8(f) = &é{e). Provare che:

a} Se f & ridotta allora §(f) < oo e (f) =Mukeros.

b) Se &(fg) = 5(f) + 8lg) + 1(J,9)

¢) Se 8(f) =0 seesclose m{f)<1.

d) Nelle notazion: del lemma 1.3 §(8) = é(a) + %u(f}(nu(f} - 13.

&) 8(7) > sm(f)m(f) - 1).

ESERCIZIO 35: Utilizzare il teorema di Bertini per dimostrare che, in caratteristica 0,
se V' & un fascio di curve plane senza componenti comuni e d @ il massimo grado di una
componente irriducibile contenuta in una curva del fascio allora esiste al pili un numero
finito di curve del fascio aventl una componente irriducibile di grado < d.

EsERCI1ZIO 36: Dimostrare i validitd della seguente ricetia induttiva per il calcolo
della molteplicitd di intersezione di due serie hrriducibii flz, ¥}, g{z,¥) in funzione delle
rispetfive parametrizzaziont o = {a1, o0}, F = (5, 52). Denotiamo v{e,3) = v{f,q)
e per ogni arco v = {71,72) definiamo la sua molteplicitd m{v} come il minimo delle
moiteplicitd di v, vs.

Con un opportuno cambio lineare sulle coordinate z,y st ha v{on) < v{as); in tali ipotesi
iy vl{ey 8) = miatm(8) se v{f) = v{B2).

i) wla,8) = miedm(B) + via, 8 se v(fh) < v(B:) dove si & posto o = {a, e} ),
g =(6:,080%).

Esercizio 37: Sia f € K{t} di molteplicitd v(f) > 0 non divisibile per la caratteristica

di K. Provare che
NERETENT B



VIII. La topologia di Zariski

In tutto il capitolo KK denoterd un campo algebricamente chiuse.

Chiameremo quasicompatto uno spazio topologico tale che ogni ricoprimento aperto
ammette un sottoricoprimento finito: il termine compatio 2 invece riservato agli spazi
quasicompattt di Hausdorff.

Una immersione chiusa (risp. aperta} & una applicazione continua, chiusa {risp.
aperta) ed imiettiva; in particolare le immersioni chiuse e aperte sono omeomorfismi

sull'immagine.

1. Esempi di spazi topologici
Ricordiamo che, preso un ideale I ¢ Klzq, ..., 2,1, si definisce i lucgo di zeri di [

come
V() = {o € A®| f(a) = 0 ¥f € I}

e che viceversa, dato un soitoinsieme X C A”™ si definisce I'ideale di X come
XYy = {f e Kizy,....zn]| fla) =0 Va € X}

1l teorema degli zeri di Hitbert afferma che per ogni ideale J < Kzy,...,z,] vale
HV{I) = VJ.

Abbiamo inoltre osservato che gli insiemi V(I) = V (V1) definiscono i chiusi di una
topologia su A™ detta topologia di Zariski.

Un chiuso nonvuoto X C A" si dice una ipersuperfice affine se X = V{f) per
qualche polinomio f. Siccome ogni ideale di K{zy,...,z,] & finitamente generato ogni
chiuso di Zariski & intersezione finita di ipersuperfici. Lo stesso argomento prova che
gli aperti D(f) = A" - V{f), [ € Klz1,...,z,], formano una base della topologia di

Zariski.

ESERCIZIO 1: Provare che A" & quasicompaito.
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ESERCIZIO 2: Per ogni scelta di pi1,....ps € Klzy,..., 2] Uapplicazione A™ — A°,
definita da e -+ {pi{a),...ps{a)} & continua; in particolare le affinitd di A™ in sé sono
ormeomorfismi.

ESERCIZIO 3: Lapplicazione A™ — A", (a1,..,an) — (81,...,4,0), & una immer-

sione chiusa.

E3ERCIZIO 4 La topologia di Zariski su A" ~ A" x A™ & pits fine della topologia

prodotto, in particolare se X C A", ¥ < A™ sono chiusi, allora X xY < A™™™ & chiuso.
Il fatto che la topologia di Zariski su A™™ sia strettamente pit fine della topologia
prodotto permette di supplire a certi inconvenienti tipici delle topologie non-Hausdorff.
Ad esempio il grafico dell’applicazione definita nell’esercizio 2 & un sottoinsieme chiuso
di Ante,
Analogamente allo spazio affine & possibile definire la topologia di Zariski anche
nello spazio proiettivo. Siano zg,..,Z. coordinate omogenee sy P" e § = &5y =
K(zg, ..., Zn) con Sy lo spazio vettoriale dei polinomi omogenei di grado d.

Dato un polinomio omogenee f € 5 & ben definita 'ipersuperfice proiettiva
Velf) = {{z] € P f(z) = 0}

Si definisce quindi un chivso come una intersezione di ipersuperfici. Se 1 C § & un
ideale omogeneo si definisce Vp(I) come Dintersezione di tutte le ipersuperfici Vp(f)
al variare di f tra gli element] omogenei i T.

La verifica chei Vp(J) sono i chiust di una topologia & simile al caso affine ed & lasciata

per esercizio,

ESERCIZIO 5: Le proiettivitd sono omeomorfismi e Papplicasione A™ - P™ definita da

{a1,..,an} = [1,a1,...., 4x] & una immersione aperta.
Sia w: AM*! — {0} — P™ la proiezione al quoziente, per ogni X ¢ P™ si definisce i
cone affine di X come
CX) =Y (X) U {0}

Si verifica immediatamente che se T C 5y 1= 45454 & un ideale omogeneo allora
C(Vp(I}) = V{I). Viceversa se X C P" si definisce J{X) C 5, come lideale generato
dai polinomi omogenei di grado positivo che si annullano se X. Vale in proposito il
seguente

Lemma 1.1. Per ogni chiuso X C P" vale I{X) = I{C{X)).
Dim. & evidente dalla definizione che I{X) e I{C{X)) contengono gh stessi polinomi
omogenel, basta quindi dimostrare che Videale I{C{X)) & omogeneo.

Sia fe I{C{X)) digrado me f= fi + ... % f, la decomposizione di f nelle sue
componenti omogenee, bisogna dimostrare che f; € I{C(X)) perogni i = 1,...,m.
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Dato che C{X) & un cono di centro 0, per ogni t € K il polinomio fi{zg,...,z,) ==
fltzg,...,tx,) appartiene ancora all'ideale [{C'(X)). Datoche f =¢f; + ... +17 fun,
presi m scalari distinti £1,....4, € K — {0} e invertendo la matrice di Vandermonde
(tf) st pud scrivere fi, ..., fm come combinazione lineare dei polinomi f;),..., fir,.. O
1I precedente lemma ed il teorema deghi zeri affine ci danro immediatamente il teorema
degli zeri profettivo T(Vp(J)) = v/J per ogai ideale omogeneo J C 5.

Si osservi che il precedente enunciato del teorema degli zeri non varrebbe senza 'ipotesi
J ¢ 8, ad esempio Vp(S) = Ve(8y) = §.

Corollario 1.2. iz J = @J; C S, ideale omogenco, vale Va{J) = 8§ se 2 salo se
Sy = Jy per d >> 0.

Dim. Se 5; = Jy per qualche d allora V(J) = §. Viceversa se V(J} = ¥ per il
teorema degh zeri v/J = S, e dato che S, @ finitamente generato esiste 4 > 0 tale
che S% ¢ J. o

Clovollario 1.8, Siene fo...., fr € 84 omogenei di gradi do > dy > ... > d, e sig
P Saecdg B B Sgg, — S

Uapplicazione lineare (9o, gr) = gofo + oo + g fr. Allora V{fo) .. N V(o) =0
se e solo se esiste d tale che ¢y € surgettiva.

Dim. Evidente. : 0
Nota: esiste una versione effettiva del corollario 1.3, Se V{fs,....f-) =@ allora r 2 n
e ¢g & surgettiva per d > do +di + ... +dn, — 75 per una dimostrazione vedi [Ko, 1.7 4],
Siano fo,...., fs € Klzo, ..., 7] polinomi omogenei dello stesso grado V. Se gh f;
non hanno zeri comuni, ciod se V(fo, ... fs) = @, si pud definire una applicazione
FrB™ = P2 flz]) = [folz}, ..o, fo{z)] che si verifica immediztamente essere continua.
Se fg,., fs 2 una base di Sy la condizicne V{fy, ..., fo} = § & banalmente soddisfatta

e I'applicazione f viene detta mappa di Veronese.

Proposizione 1.4. La mappa di Veronese f ¢ una immersione chiusa,

Dim. Iniziamo con 'osservare che per ogni proiettivitd ¢ di P™ esiste una prolettivita
indotta 4 su P* tale che f¢ = ¥f. Dato che f non 2 costante ed il gruppo delle
projettivitd di P™ agisce in modo doppiamente transitivo (significa che PGL(n + 1)
agisce transitivamente su P™ x P™ — Diagonale} ne segue immediatamente che f &
iniettiva.

11 fatto che f & una applicazione chiusa pud essere dedotto da un risultato generale
non costruttivo che dimostreremo in seguito. Per motivi didattici preferiame dare qui

una dimostrazione costruttiva della chiusura di f.



160 MARCO MANETTI

Sia X = f{P™), proviamo prima che f:P" — X & un omeomorfismo e poi che X @
chiuso in P°.

Dato che ogni chiuso di P™ & intersezione di ipersuperfici, & sufficiente provare che
F{V{g)) & chiuso in X per ogni polinomio omogeneo ¢g. A meno di sostituire g con
una sua potenza non & restrittivo supporre che il grado di g sia un multiplo di N.
Esiste allora un polinomic P & Klyg,...,ys] tale che P{fo,.....fs} = g. E allora
evidente che f(V{g}) = X nV(FP).

Proviamo adesso c¢he X & una intersezione di ipersuperfici. A meno di comporre f
con una proiettivita di P* non & restrittivo supporre che fg, ..., f, sia la base canonica
data dai monomi di grado N nelle variabili zg,...,z, e che le coordinate omogenee
di P* siano indicizzate dai multiindici I = {4y, ...,7,) di grado N. In tale situazione

flz) & il punto di coordinate omogenee y; = ¢, |I| = N. Detto
Y = mV{yhyh...’yIr o yJ]_yJZ...yJP}, L+ o+ L=+ ..+

st ha X C Y, proviamo che vale X =Y.

Sia [y] € ¥ esta J = (4, ... 4y un multiindice tale che yr # 0. A meno di permuta-
zioni degli indici si pud supporre 45 > 0, detto Iy = {n,0,0,...,0} si ha che y;, divide
y7 e quindi yr, # 0. 5i pone To = Yoo = 1, Tj = Ynoro,.. 1.0 dove 1 &
posto alla j-esima posizione; lasciamo per esercizio al lettore la semplice verifica che

Flzo, o mal) = ] (Sugg. yrpl ' =2f). ]

Esercizio 6: i complermentare ad una ipersuperfice proiettiva & omeomorfo ad un

chiuso di uno spazio affine. (Sugg. Veronese)

Molto utili per le applicazioni sono gli spazi misti affino-multiprotettivi P™ x ..., x
P A™ sui quali & possibile definire in modo naturale Ia topologia di Zariski. A titolo
di esempio constderiamo il caso P™ x A™. Un polinomio f € Kzg,.... Zn, Y15 s Yon)
si dice omogeneo rispetto alle variabili z; se si pud scrivere fiz,y) = 3 hi{x)k{y)
con i polinomi h; omogenei dello stesso grade. Per un tale polinemio & ben definita
la corrispondente ipersuperfice V{f) C P x A™ . Definiamo i chiusi come le inter-
sezionl di ipersuperfict. Per i teorema della base ogni chiuso e intersezione finita di

ipersuperfici.

Teorema 1.5. La proiezione m:F™ — A™ ¢ un’applicazione chiusa.

Dim. Sig X < P™ — A™ un chiuso, X & intersezione di un numero finito di ipersu-
perfici VI{(fo), ..., V{(f+)} con i polinomi f;{z,y) omogenei nelle variabili z;. Un punto
e © A™ appartiens a w{X) se e solo se 1 polinomi omogenet fo{z,a),..., fr{z, 0} €
K[z, ..., z,) banno uno zero comune in P™ e questo & equivalente a dire che per ogni

4 > 0 Papplicazione lineare ¢(a) definita nel corollaric 1.3 non & surgettiva.
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Se ¥V, & Uinsieme dei punti ¢ tali che ¢4(a} non & surgettiva si ha X = nyY,; basta
quindi dimostrare che ¥y & chiuso per ogni d.

dala) & rappresentata da una matrice i cui coefficienti dipendono in modo polinomiale
da g e la condizione ¢g(a) non surgettiva equivale all'annullarsi dei minori di ordine

aguale alla dimensione di Sy. Questo prova la chiusura di ¥g. o
ESERCIZIO 7: La proiezione A" -» A™7! & aperta.
ESERCIZIO 8 Sia X « A™ chiuse, / = I{X), f ¢ Kz, ..,z esia D C X « A C
AP il grafice della applicazione f: X — A'. Provare che [' & chiuso e che /{T") & I'ideale

generato da 1{X) e Zny1 — f(T1, -, Zn)-

2. La dimensione combinatorica di unoc spasic topologico

In questa sezione svilupperemo alcune nozioni di topologia generale che bene si adat-

tano alle topologie di Zariski.

Definizione 2.1. Uno spazio topologico X si dice Noetheriano se ogni famiglia di
aperti possiede un elemento massimale rispetto all’inclusione.

Per il lemmma i Zorn uno spazio & Noetheriano se ¢ golo se ogni catena ascendente
di aperti (risp. discendente di chiusi} & stazionaria. Tufti gli spazi analizzati nel
paragrafo 1 sono Noetheriani: infatti, ad una catena discendente di chiust X, dello
spazio affine A® corrisponde una catena ascendente di ideali [{X;) che per il teorema

della base di Hilbert & stazionaria.

Lemma 2.2. Sia X uno spazio topolagico Noetheriano, allora:
1} X ¢ quasicompatio.
2} QOgni immagine continua di X ¢ Noetheriana.

3) Qgni sottospazic topologico di X & Noetheriano.

Dim. 1) Siano U, gli aperti di un ricoprimento di X, basta prendere un elemento
massimale neila famiglia delle unioni finite di aperti U;.

2} & banale.

3) Sia ¥ € X un sottospazio, T(X), T(Y) = {UnY|U € T(X)} le famiglie di aperti
di X e Y rispettivamente e mT(X) -+ T(Y) la naturale mappa di restrizione.

Sia F C T{Y) e U € r~'(F)} un elemento massimale, proviamo che r(U) =UnNY &
massimale in F. Se #(U) C r{V) allora UuUV € r~}(F) e per la massimalita di U
vate V ¢ U e quindi 7{U) = r(V). 0

BSERCIZIO 9: Unione finita di spazi Noetheriani & Noetheriana.
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Definizione 2.3. Uno spazic topologico si dice irriducibile se ogni coppia di aperti
nonvuotl ha intersezione non vuota. Equivalentemente uno spazio & irriducibile se non
& unione finita di chiusi propri.

Un sottospazio di uno spazio topologico si dice irriducibile se & irriducibile per la

topologia indotta.

Esercizio 10: In uno spazio di Hausdorff gli unici sottoinsiemi irriducibili sono i punti.

Lemma 2.4. Sia X spazio topologico ¢ ¥ C X sottospazio irriducibile; ollora:
i) ¥ ¢ irriducibile.
itj Se U < X aperto allore Y NU € irriducibile.

i) Se [: X — 2 & continug ellora f{Y) ¢ irriducibile.

Dhim. Semplice esercizio. . [t
Sia F la famiglia dei chiusi irriducibili di uvno spazio X {F non & vuota perché
contiene le chiusure del puntl), gli elementi massimali 41 F si dicono le componenti
irriducibilidi X.

EsErcizio 11:  Sia ¥: € X una catena ascendente di sottospazi irriducibili, allora

UY; & irriducibile. Dedurre che ogni chiuso irriducibile & contenuto in una componente

irriducibile,

BEsproIzIo 12: Sia f: X -+ Y continua ed aperta. Se le fibre di [ sono hrriducibili e
Z < ¥ & irriducibile allora f7HZ) @ irriducibile.

Teorema 2.5. Siz X uno spazio topologico Noetheriano. Allora:
a} X possiede un numero finito di componenti irriducibili Xy, ..., X,
) X = X4U. L UX,.

¢} X, non & contenuto nell’unione delle componenti X;, j # 1.

Dim. Dimostriamo per cominciare che ogni chiuse di X si pud scrivere come unione
finita di chiust irriducibili; a tal fine si consideri la famiglia C i futti i chinsi di X e
la famiglia F < (' dei chiusi che sono unioni finite di chiusi irriducibili.

Se per assurde F # (), esiste Z € ¢ — F minimale; Z non & irniducikile e quindi
esistono chiusi propri 2, 7> tali che £ = Z; U Zy. Per la minimalith di Z si ha che
Zy, 4y € F e quindi anche Z € F.

Possiamo quindi scrivere X = X, U ... U X, corn X, chiuso irriducibile in modo fale
che la condizione ¢) sia soddisfatta; rimane quindi da dimostrare che Xy,..., X, sono

tutte e sole le componenti irriducibili di X.
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Sia Z ¢ X un chiuso irriducibile, allora Z = (Z N X)) U U {(ZNX,), tatti i chiusi
Z i X; non possono essere propri ed esiste 1 tale che Z C X;. In particolare ogni
componente irriducibile & nguale ad un Xj;.

Viceversa se X; non & massimale esiste una inclusione propria X; € Z con Z irri-
ducibile; per argomento precedente Z & contenuto in quaiche X; in contraddizione
con ¢). W

Definizione 2.6. Sia X uno spazio topologico e p € X . La dimensione di Krull
dim, X € NU {cc}

di X nel punto p & per definizione 'estremo superiore dell'insieme dei numeri naturali
n tali che esiste una catena p € Z, C Zney C ... C Zy C X dove Z; sono chiusi
irriducibili e Z; # Z;..1 per ogni 2.

Si definisce poi la dimensione di X, dim X come Vestremo superiore delle dimensioni
nei suoi punti. Uno spazio avente la stessa dimensione in tutii i suoi punti & detto
equidimensionale o di dimensione pura.

Sehbene la 2.6 ha senso per qualsiasi spazio topologico, essa perde tutto il suo signifi-
cato geometrico e Ja sua utilith se applicata a spazi di Hausdorff (con I’ ovvia eccezione
degli insiemi finiti). Per tale motivo da ora in poi studieremo la dimensione di Krull
esclusivamente per spazi Noetheriani.

Lemma 2.7. La dimensione di Krull é monotona sui sottospazi, cice se pe Y C X
allora dim, ¥ < dim, X.

Dim. Sia Z C Y chiuso irriducibile e Z la chiusura di Z in X . Siccome Z =Y N Z
la chiusura in X trasforma inclusioni proprie di chiusi irriducibili di ¥ in inclusioni
proprie di chiusi irriducibili in X. |

Lemma 2.8. La dimensione & un invariante locale, cioé se U C X & un inlorno 4i
p vole dim, U = dim, X,

Dim. Per 2.7 non & restritti\rd supporre U aperto, se p € Z C X & un chiuso irridu-
cibile e ZNU =2, UZ; con 21,4 chiusi di U, allora Z = (Z -U) U m =
Z=(Z~UYUZ, UZ, edatoche pg Z — U si ha che Z = Z; per qualche i. In
particolare Z N U & irriducibile e la restrizione ad U trasforma inclusioni proprie di
chinsi irriducibili di X contenenti p in inclusioni proprie di chiusi irriducibili di U.0
Essendo la definizione puramente topologica la dimensione di Krull & invariante per
omeomorfismo.

Un utile lemma & il seguente:

Lemma 2.9. Siano p€ Y C X con X irriducibile ¢ ¥ chivse in X . Se dim, ¥ =
dim, X < oo allora ¥ = X.
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Dim. Esercizio. 0

Attenzione: esistono spazi Noetheriani di dimensione infinita (vedi esercizi).

Lemma 2.10. Sia f: X — YV applicazione continua, chiusa e surgettiva tro spazi
topologici Noetheriani, y € Y. Allora per ogni intero n > 0 esiste © € X, dipendente
do n, tale che f(z) =y e dim, X > min(dim, Y, n}.

In particolare dim X > dimY ¢ se f71{f(z)) = {z} allora dim, X > dim gy ¥,

Dim. Per ogni catena finita y € Z, C ... C Zy di chiusi irriducibili di ¥ costruiamo
una catena H, C .. C Hp di chiust irriducibili di X tali che f(H;) = Z;. Sia
W = f~}{Zy), essendo W un chiuso in uno spazio Noetheriano esso & unione di
un numero finite di component} irriducibii W;. I chiusi f{W;) ricoprono Zp, per
Uirriducibilitd esiste un indice jp tale che f(W;,) = Z5. Basta quindi porre Hy = W,
ripetere il ragionamento per Zy e cosi via. £l

3. La dimensione dello spazio affine

Dimostriamo adesso che la dimensione di A™ & uguale a n. Tale risultato, associato
all’esistenza delle prolezioni normalizzate, permetterd di trovare una utile caratteriz-
zazione della dimensione dei chiusi affini e projettivi,

Lemma 3.1. X C A" ¢ irriducibile se ¢ solo se I(X} & un ideale prime.

Dim. Se X = Xy u X, con X; chiusi propri esistono f, € I{X;) - J(X), i = 1,2,
Chiaramente fifo € I{X} e quindi 7{X) non & primo.

Viceversa se f1, fo € I{X) e fifo € I{X) allora X = X; UX, dove X; = X NV(f)
& un chiuse proprio e X non & irriducibile. (W}

Corollario 3.2. A” ¢ uno spazio topologico Noetheriano irriducibile
Dim. I(A™) = 0 & un ideale primo. el

Definizione 3.3. Sia X C A" un chiuso, la proiezione lineare sulle prime s < n
coordinate A™ — A® si dice normalizzata rispettoa X se perogni 4 == s+1,s4+2,..,n
esiste f; € [{(X) N Kz, .., zs)iz] € Klzy, ..., z,] monico rispetto alla variabile ;.

Segue dal lemma I11.3.4 e da una semplice induzione su n — s che se T A™ - A® &
normalizzata rispetto a X allora m: X -+ A® & un'applicazione chiusa e I(n(X)) =

1(X) N Kizy, ..z

Lemma 3.4. Si assuma che la proiezione sulle prime coordinate x: A" — A"t gin
normalizzata rispetto ad un chiuso irriducibile nonvuote X C A" . Per ogni chiuso
proprio £ C X vale #{Z) # w(X}.
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Dim. La protezione m X —+ A™! & chiusa, dato che #{X} & irriducibile e Z & unione
finita di irriducibili non & restrittivo supporre £ irnducibile e nonvuoto.

Siccome I{X) < I{Z) sono ideali primi, 1 ¢ I{(Z} e I{X) contiene un polinomio
monice in z, per il corollario 111111 si ba I{={X)) = I{(X) N Kz, .. Tn-i] #

Hm(ZVy = I{Zyn Kz, ..y Bn-t]- ]

Proposizione 3.5.  Nelle notazioni del lemma 3.4 per ogni punio p € X wyale
dime S dim,r{p} TF{X) -

Dim. Per 3.4 la proiezione 7 manda inclusioni proprie di chiusi irziducibili di X

contenenti p in inclusion proprie di chiusi irriducibili di #{X) contenenti w(p). O

Siamo adesso in grado di provare il

Teorema 3.6. La dimensione di A" & uguale a n.

Dim. Dato che le traslazioni sono omeomorfismi lo spazio afline & equidimensionale,
cioé ha la stessa dimensione in ogni punto.
Esiste una ovvia catena di chiust Iriducibili 0 = 2, C ... € Z; C Zp = A" dove
Zy == {zy = .. = x; = 0}, vale quindi dimg A" > n. Gli unici chiusi propri irridueibii
& A' somo i punti, quindi il teorema & vero per n = 1; per indugzione possiamo
supporre il teorema vero per A"1.
Rimane da dimostrare che per ogni chiuso proprio irriducibile X C A" siha dim X <
n, a meno d&i un cambio lineare di coordinate Ia proiezione w: A" — A"  norma-
lizzata rispetto a X e per 2.10, 3.5 5i ha dim X = dim#(X) < dim A" =n - 1.

]

La dimostrazione di 3.6 fornisce anche una ricetta per il calcolo della dimensione di
un chiuso affine X ; basta infatti eseguire una serie di proieziomi mp: A® — AR™F,
oo Tsprt ASTE 5 A® normalizzate rispetto a X, m(X), etc... in modo tale che
Teatlo(71{X)})...) = A%, La dimensiore di X sard quindi uguale a s.

Concludiamo il paragrafo analizzando in dettaghio i caso delle ipersuperfici. Ab-
biame gid osservato che V{f} & irriducibile se ¢ solo se [ @ irriducibile. In generale
se fi,..., fr sono i fattori irriducibili di § vale V{f) = V{fiyu.. .UV {f). Se fis f;
per i # 7 allera le V(f;) sono esattamente le componenti irriducibili d&f V().

Proposizione 3.7. Sia X C A" una ipersuperfice, p € X, allora dim, X = n —
1. Viceversa se X C A™ ¢ un chiuso irriducibile di dimensione n — 1 allora X ¢

un’ipersuperfice.

 Dim. Dato che tutte le componenti irriducibili di X sono ipersuperfici non & restrittivo

supporre X = V{f) irriducibile. Se n = 1 Passerto & banale, sla dunque n > 1 e H
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un iperpianc affine passante per p e non contenuio in X . L'intersezione X N H & una,
ipersuperficie in H = A™™! e per induzione

n—2=dim, X NH < dim, X < n = dmA".

N

Se X ¢ A™ & irriducibile di dimensione n - 1 Videale 7{X) # 0 & primo e contiene
un polinomio irriducibile f. Dunque X C V{f) e dim X = dim V() < 0o. Dato che
V(f) & irriducibile si ha X = V(f} per 2.8. O

4. Intersezione con ipersuperfici e dimensione delle fibre

Una delle caratteristiche fondamentali degli spazi considerati nella geometria algebrica
classica (pre teoria degli scherni) & che ogni punto possiede un sistema fondamentale di
intorni omeomorfi a chiusi atfini. D'altra parte ogni chiuso affine pud essere pensato
come un aperto di un chiuso proiettivo; & quindi possibile studiare le proprietd lo-
cali, come ad esempio la dimensione in un punto, restringendosi all’insieme dei chiusi
proiettivi.

Osserviamo innanzitutto che i gruppo delle proiettivitd agisce transitivamente su P™
¢ che quindi dieP™ = dim, P per ogni punto p. Siccome ogni punto possiede un
intorne omeomorfo ad A™ si deduce immediatamente il

Teorema 4.1. Lo spazio proiettivo P" dolato della topologia di Zariski & uno spezio
wrriducibile Noetheriano di dimensione pura n.

Uno dei vantaggi dei chiusi proiettivi & la mancanza di asintoti e quindi ia normaliz-
zazione automatica delle proiezioni.

Lemma 4.2. Sia X C P" chiuse, H C P" iperpiano, 0 € XUH e m (P 0) ~ H
la provezione di centro o. Allora 7(X} ¢ chiuso, dimX = dimn(X), dim, X <
dimy ) (X)) per ogni p € X e wale dimy X = dimy ) 7(X)} se X non interseca la
retta 0p al di fuort di p.
L. Siano 2y, ..., 7, coordinate omogenee su P™ tali che 0 = [1,0,.,0] e H = {zg =
0}, la proiezione si esprime in coordinate omogenee n({zg, ..., zn]} = [T1, ..., T,
Dato che o £ X esiste un polinomio omogeneo f € I(X) tale che f{o)} # 0, necessa-
riamente f & monico in o, basta quindi applicare 1 risultati del paragrafo precedente
alle restrizioni m;: X NA? — HNA? = A™) dove A? = {z; % 0} per ogni i = 1,..,n.
O
Nel seguente corollario useremo la convenzione che la dimensione dell’insieme vuoto 2
-1.
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Corolario 4.3. Sic X C P chiuso e F la famiglic dei sotlospazi prolettivi di P»
che non intersecano X . Se K € F & un elemento massimale rispetto allinclusione

allora dmX +dimK =n— 1.

Dim. | risultatc © banakmente vero se X = ¢,P" ese n = 1. Sia X # §,P7,
prendiamo un punto 0 € K esia m: X — P71 la proiezione di centro o; per il lemma
precedente X e 7{X) hanno la stessa dimensione e dim 7 (K) = dim K — 1.

Dato che n(K) & chiaramente massimale tra i sottospazi di P*~! che non intersecano

m(X) Vinduzione su n conclude la dimostrazione. o

Lemma 4.4. Sia X C P" chiuso di dimensione < n— 2, p € X. FEsiste un punio

o # p tale che la retta ¥ interseca X solamente nel punic p.

Dim. Per il corollario precedente esiste una retta L che non interseca X, sia F il
piano generato dalla vetta L e dal punto p, dato che (X NP)N L = 9 sempre per 4.3
ia dimensione di X 1P & uguale a G. Dunque X NP & un insieme finito di punti ed

esistono al pity finiti punti ¢ € L che non soddisfano la condizione richiesta. o

Teorema 4.5. Sic X ¢ P™ chiuso, H iperpiane e p € X NH. Allora:
a) Sia p€ Z C X chiuso irriducibile, allora dimy, X > dim Z. I particolare se X ¢
irriducibile vale dim, X = dim X .

b) dim, X N H > dimy X ~ 1.

Dim. Se il teorema vale per ogni componente irriducibile di X allora vale anche per
X, non & quindi restrittivo assumere X chiuso proprio irriducibile e Z = X

Se n = 1 il teorema & evidente, per induzione su n possiamo assumere vero il teorema
per chiusi di P™71, Se X & una ipersuperficie abbiamo gid dimostrato che dim, X =
dimX =n—1e XN H &ancora una ipersuperfice e quindl dim, X N H > n - 2.
Se X non & una ipersuperfice allora per 4.4 ha dimensione < n — 1 ed esiste una

projezione 7w: X ~+ P71 tale che 7~ (={p)) = p e per induzione su n si ha
ditny X = dim ) 7(X) = dim(X) = dim X.

Sia YV = XNH,se X =Y il punto 2) & banale, se ¥ & un chinso proprio di X allora
dimY < dimX e quindi dimY < dim H — 2. Per 4.4 esiste una prolezione m X —
Pm=! di centro o € H tale che 7~ (x(p)} = p. Dunque dim, ¥ = dim,, #(¥) ela
conclusione segue osservando che (¥} & una sezione iperpiana di #(X). o
Grazie alla mappa di Veronese che sappiamo essere una immersione chiusa possiamo
generalizzare immediatamente e senza fatica i precedenti risultati alle intersezioni di
chiusi di P™ con ipersuperfici. Infatti se X, V(f) C F™ con [ polinomioc cmogenec di
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grado d, possiamo estendere f ad una base f = fy, f1,..., fs di Sy e considerare la
mappa di Veronese v: P™ — P* data da v = {fg, f1, -, f5)-

Allora v(X N V([); & omeomorfo all'intersezicne di v{X) con liperpiano di P? di
equazione yg = 0, si ha quindi in particolare:

Corollario 4.8, Sia X C P™ chiuso & H < P™ ipersuperfice, allora se dimX > 0
vale XNH#Q eperogni pe XN H siha dimp X NH > dim, X — 1.

Corollario 4.7.(Versione geometrica del teorema dell’ideale principale di Krull) Sia
5 € X C A" chiusc e p € H ipersuperfice affine. Allora dimp, X 0 H > dimp, X ~ 1.

Dim. Immergiamo A" in uno spazio proiettivo P™ e prendiameo le chiusure di X e
H . Basta osservare adesso che la chiusura proiettiva di una ipersuperfice & ancora una
ipersuperfice, pitl precisamente se f € Klzq....,z,] ha grado d e H = V{J), la chiu-
sura di H in P7? & ['ipersuperfice definita dall’omogeneizzato di f in Klze, 21, ..., Zn).

G

Teorema 4.8. Sig p € X C A" chiuso affine, le dimensione di X nel punto p ¢
ugtnle al minimo inters s tele che esistone s polinemi fi, .., f; € Klz1,..,z,] ed un
intorno p e U C X fali che UNV{f1,.., fe) = p

Dim. Sia s definito come sopra, per il corollario 4.7 s > dim, X. Viceversa se
dimp X = J > § possiamo prendere un iperplanc Hy == V(f;) passante per p non
contenente nessuna componente irriducibile di X . Avremo dim, XNH; = dim, X -1,
iterando il ragionamento con X N H; al poste di X possiamo trovare d iperpiani
Hy, .. Hy tali che dim, XN Hy N .M Hy =0 e quindi 4 > s. £
Nota: Il teorema 4.8 & la versione geometrica del teorema [A-M, 11.14] di algebra
commutativa secondo il quale la dimensione di un anello locale Noetheriano con ideale
massimale m & vguale al minimo numero di generatori di un ideale m-primario.

I seguente teorema & note come teorema sulla dimensione delle fibre ed & la versione
moderna dell’ottocentesco principio di Phicker-Clebsch sul quale rimandiamo a
E-C, Libro I, p. 149} per maggiori informazioni.

Teorema 4.9, Sia X C A™ x P™ un chiuso, m X — A™ [ proiezione sul primo
fattore. Per ogni ¢ € A denotiamo X, = 77 g} = X n{g} x P".

a) Perogni p € X, g =7(p) vale dim, X < dim, X + dim, #{X).

b) i insiemi Y, = {g € A" dim X, > h} sonc chiust di Zariski.

o) Se X & drriducibile esiste ¢ € n(X) fole che dim X, = dm X ~ dim »{X).
51 noti che per { punti a} e b} i punti g € w{X) come al punte ¢} formano un aperic
denso di w(X}.
Dim. a) Sla r = dim, #{X}, esistono allora r iperptani H.,.., H, di A™ passanti
per ¢ talt che ¢ & un punto isolato di w{XJNH; M. .NH,; s ba quindi dim, X, =
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dim, X M Hy x P*n..Nn H, x P* e dato che H; x P" sono iperpiani si ha che
dimy X; > dim, X —r.
b} Sappiamo che 7 & una applicazione chiusa, per ogni sottolusieme Z < w{X) sl
definisce dz = min dim X,.

geZ
Poniamo X = X, 7y = #{X} esla g € Zp tale che dim X, = dg,. Sia H C P*
un sottospazio massimale che non interseca X, e poniamo Zy = m(Xy N A™ x H),
Xy =7"YZ).
Segue immediatamente dalla costruzione che, se Zy # 8, 21 & un chiuso propric di
Zy e che dim X, =dg, perogni g € Z — Z;.
Ripetiamo il procedimento con X3y, 7 al posto di Xy, Zy e costruiamo Xy, Z; al
posto di Xy, Z:. Iterando il procedimento troviamo una catena discendente di chiusi
i C . C 2y C Zg con le proprieth che Zipq 5% 75, eccetto il caso in cwi Z; = 0,
e dim X, = dg, perogni q € Z; — Ziy1. Per Noetherlanitd Z; = @ per { >> ¢ e gli
insiemi Y, corrispondono al chiusi Z; nel quali dg, > dg, _,.
¢} Dimostriamo il risultatc per induzione su » = dimw(X}. Se r = 0 ailora #(X)
& un puntoc ¢ Vasserto & banale. Sia assuma 7 > 0 esia s = dim X . Sia H ¢ A™
un iperpiano tale c¢he @ & H Na(X) # # (X}, per il corollanio 4.7 ogni componente
irriducibile di 7(X) M H (risp. X N H x P?) ha dimensione r — 1 (risp. s — 1).
Sia Z una componente irriducibile fssata & #(X) N H e scriviamo X NH x P" =
X UL UX, U UL UY, dove X, ¥) sono le componenti irriducibili divise in modo tale
che m(X;) = Z, n(¥;) # Z. Dato che 7 ¢ chiusa e Z & irniducibile necessariamente
a > 0.
Per I'ipotesi induttiva per ogni 7 = 1,..,a esiste un aperto U; C Z tale che le fibre di
X, sopra IJ; hanno dimensione esattamente s — 7. Per gualsiasi punto ¢ € (U1 NN
U)— (U . Un¥) vale dim Xy =s—7. 8]

Proviamo infine un utile corollaric 4i 4.5,

Corollaric 4.10. Nelle notazioni di 4.9 se ¥ = 7{X) & irriducibile e le fibre X,

g € Y, sono tutte irriducibili della stesse dimensione ollora X & irruducibile.

Dim. Siano Zy, ..., Zq, Wi, ..., Wy le componenti irriducibili di X ordinate in modo tale
che 7{Z) =Y, #{W,)# Y e dimZ; > dim Z; per ogni . Proviamo che X = 2.
Dato che ¥ & irriducibile e © & chiusa deve essere a > 0, denotiamo con s,r le
dimensioni di £y, Y rispettivamente.

Per 4.9 esiste un aperto I/ C ¥ tale che per ogni ¢ € U vale (W), =0 e dim(Z;), =
dim Z; — v, in particolare ne segue che la dimensione deile fibre X, & esattamente
5—7.

Dato che le fibre X, sono per ipotesi tutte irriducibili, (21}, C X e dim(2,) =
s—r=dimX, perogni ¢ €Y si hache 7; = X. 0
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Come primo esempio di applicazione dei precedenti risultati proviamo che, fissato un
intero n > 1, le curve piane singolari di grado n formanoe una ipersuperficie irriducibile
¥ melio spazio proiettivo delle curve piane di grado n [{O(n)| = PY, N = %n(nﬂ- 3).
Si consideri infatti Finsieme X < P? x PV formato dalle coppie (p,C) tali che p
un punto singolare di €. Si vede facilmente che X & un chiuso, infatti la coppia di
punti di coordinate omogenee {z],{F]}, con F equazione di €, appartiene a X se e
solo se F(z} = Fplx) = Fi{z) = Fa(z) = 0.

Fissato un punto p € P? le curve piane singolari in p formano un sistema lineare di
dirmensione N — 3, per i teoremi 4.9 ¢ 4.10 applicati alla proiezione X — P2, o piu
precisamente alle restrizioni agh aperti affii di P?, abbiamo che X & irriducibile di
dimensione N — 1,

La fibra di m: X — PV sopra la curva € consiste nell'insieme del punti singolari di
(', e siccome esiste almeno una curva di grado n con un punto singolare, per 4.9
ricaviamo che ¥ = #({X) & un chiuso irriducibile di dimensione N — 1 e quindi una
ipersuperfice.

Altre pid significative applicazioni di 4.9 e 4.10 saranno esposte prossimamente utiliz-
zando i lingeaggio delle varietd algebriche.

5. Esercizi complementari

ESERCIZIO 13: Nelle notazioni del corollario 1.3,se n = 2,r =1 e fs, [1 sono senza
fattor: comuni determinare la dimensione del conucleo di ¢q per d >> 0.

ESERCIZIO 14:  Provare che Uimmagine della mappa di Veronese & intersezione di
quadriche.

ESERCIZIO 15: 51 consideri Papplicazione ¢ A' — A%, ¢(¢) = (1, #%,#%); provare che
X = ¢({A') 2 chiuso e si determini 7{X).

ESERCIZIO 16: Enunciare il teorema degli zeri di Hilbert per P™ x P™.

Esercizic 17: Sia X = X; U Xy con Xy, X3 aperti irriducibill. X & irriducibile se e
solo se X: M Xy # 0.

Esprcizic 18: Uno spazio Noetheriano di Hausdorff & finito.

EsErc1zio 19: Uno spazio topologico si dice Artiniano se ogni famiglia di aperti contiene
un elemento minimale. Sia X une spazio topologico Artiniano, provare che:

i} X contiene un numero finito di punti chiusi.

ii) Ogni chivso di X & unione finita di componenti irriducibili.

iii} Se X @ irriducibile, " unione del chiusi propri di X & un chiuso proprio.
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iv) {*} Se X & anche Noetheriano allors contiene un numero finito di aperti. {Sugg.
uno spazio Artiniano con infiniti chiusi contiene una catena discendente non stazionaria di

chiusi)

ESERCIZIO 20: Mostrare che esistono épazi topologici Noetheriani e spasi topologici

Artiniani di dimensione infinita.

ESERCIZIO 21: (Spazt di Zariski).

Ricordiamo che uno spazio topologice X sidice Tosedati z#y ¢ X siha T#£ 7. Un
punto ¢ £ X si dice generico se ¥ = X. Condizione necessaria aflinché esista un punto
generico & che X sia irriducibile; se X & 1§ esiste al pil un puntc generico.

Sia X spazieo topologico e per ogni chiuso € € X sia ${C) Pinsieme dei chiusi irriducibili
contenuti in C'. Provare:

1} Gii insiemi ${C), € C X chiuse, sono i chiusi di una topologia Tb su £(X).

2) 51 consideri I'applicazione naturale & X — X}, #(z) = F; vale ¢"(#{()} = € per
ogni chiuse C C X, ne segue che ¢ & continua, ¢{X} & denso in ¢(X}) ed & inlettiva se e
solose X & Th.

3) Se X & irriducibile {risp. Noetheriano) allora £(X} & irriducibile {risp. Noetheriano}.
4} Uno spazio topologico si dice spazio di Zariski se & Ty, Noetherianc ed ogni chiuso
irriducibile contiene un punto generico. Se X & Noetheriano allora #{X} & di Zariski e se
X & di Zariski allora ¢ & un omeomorfismo.

5} Ogni applicazione continua f: X — V induce una applicazione continua {(f):¢(X) —
t{Y} che commuta con ¢x: X — (X)) e dv: Y — t{Y).

ESERCIZIO 22: Tradurre:

Teorema: Seja £ um espaco irredutivel ¢ U um aberto nio vazio de 5. Entdo, U & denso
em E,isto é o féche U7 de U éigual a B,

Demonstracdo: Se E ¢ aberto e ndo vazio entdc, UV = F — F, onde F ¢ fechado e distinto
de £. Como F=UUF =0 UF ¢ £ & irredutivel resulta que I7 = F.

Esgrcizio 23: X spazio topologico Noetheriano, un sottoinsieme A C X & apertose e
solo se per ogni chiuso irriducibile £ ¢ X esiste un sottoinsieme § ¢ B aperto in F tale
che ANE C 5. (Sugg. Si consideri la famiglia dei chiusi €' di X tali che & — 4 non &
chiuso.}

EsERCIZIO 24: {Lemma di normalizzazione di E. Noether}

a) Siane w1t A” = A°, m: A® — A" proiezioni normalizzate rispetto a X e m(X). Allora
wy o 7wy & normalizzata rispetto a X. {Sugg. Estensioni intere per gli esperti, risultante
per gli inesperti). '

b} Sia X ¢ A™ chiuso di dimensione s, a meno di un cambio lineare di coordinate la

proiezione sulle prime s coordinate & normalizzata rispetto a X,
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ESERCIZIO 25: {Cono tangente)
Sia 0 € X ¢ A" un chiuso affine e sia ¥ C A’ x A" la chiusura di Zariski dell'insteme
delie coppie (,z) tali che t # 0 e tz € X. 8i definisce Co(X) = Y n {0} x A™; provare:
i) ¥V &1l luego di zeri dei politiomi f(¢,z) = g(tz} al variare di g in 1(X) e Co(X) ==
V(J} dove J & l'ideale generato dalle forme iniziali dei peolinomi di I{X)}. (Se f =
Fou + sz + ... con f; omogeneo di grado ¢ & f, # 0, la forma iniziale di f & per
definizione fr, ).
i} Se 0 & H & un sottospazio lineare allora Co{X NH) = Co(XANH.
i) dimp X = dimg Cp{X).
iv) Mostrare con un esempio che, fissati g1, ..., g~ € I{X) generatori, in generale Cu{X}
non & definito dalle parti inieiali di g1,..., g~ .
11 cono Co( X} sl dice cono tangente a X nel punto 0.
Fsercizio 26: (Lo scoppiamento)
Sia 0 € X C A® un chiuso, ¥ = X ~ [0}, ¥ ¢ (A" — {0}} x P~ Pinsieme dei punti
{{y,[¥]}} al variare di y € Y,
i} Provare che V & un chiuso omeomorfo a Y. (Sugg. considerare dapprima il caso
X o= A" ).
Sia X C A" x P"1 la chiusura di Zariski di ¥ esia £= {0} x P*"'nX.
ii} Descrivere esplicitamente X ed F neicasi X = A" e X ipersuperficie.
1) Se X = X, UX: con X; chiusi contenenti 0 allora X = X, U X,.
iv) Provare che dimg X = dim £ + 1.
v} 1l cono affine di £ coincide con i cono tangente Cp(X)
Espre1zio 27: Sia wm A" — A™, n > m, la proiezione sulle prime coordinate e sia
st A™ —» A" la sezione nulla $(T1, . Tm) = (T1, ey T, By ., 0. )
Per ogni chiuso X € A" mostrare che {a fanzione ¢ — dim, (X Mw~1(g)} 2 semicontinua

superiormente.{Sugg. scoppiamento lungo la sezione).

ESERCIZIO 28: Siano X,Z C A™ x P™ chiusi, st definisce il prodotto fibratodi X e Z

sopra A™ come
W Xxgm &= {{y,2,2Y EA” xP"x P (y,2) € X, (y,2) € Z}

Provare che W & chiuso. Dire a cosa corrispondono e fibre delle profezioni naturali W oy
X W—aZeW 3 A™.

TSERCIZIC 29: ()} Nelle stesse notazioni del teorema 4.9 si provi che la funzione p —
dimy Xs(p) & semicontinua superiormente su X . (Sugg. usare i due esercizi precedenti).
ESERCIZIO 30: Sia X ¢ A™ unchiusoe m: A" — A™"! la prolezione suile prime n — 1

coordinate.
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Sia f = Y0001, Bam)zn™t € [(X), allora D(go) N 7(X) & chivso in D(go) =
A" — V{gs). Dedurre che 7(X) contiene un aperto di ¥ = m(X). (Sugg. Si pud
ripetere sostanzialmente la dimostrazione del lemma di proiezione oppure si pud considerare
X C A" x A definito da T(X) e 1 —tgo e £f € [{{X}).)

EsercIZio 31:  Provare che A? e P2, dotati defla topologia di Zariski, non sono
omeomorfi. Pitt in generale se n > 2 e X < P™ chiuso di dimensione < n -3 si provi che

A™ e P™ — X non sono omeomorfl.
EsERrc1zio 32: Sia P = {0{4)] lo spazio proiettivo delle quartiche piane. Sia U7 c P™
Uinsieme delle quartiche liscie € tali che per ogni p € € e per ogni retta L C P? si ha

vp{C, L} < 3. Provare che {J & un aperto nonvuoto,

ESErciZIo 33: Sia X ¢ A il chiuso definito dalle equazioni zy — 2% = y? — g% = 0.

Provare che X ha due componenti irriducibili.

ESERCIZIO 34: Caratteristica 0. Sia F{z1,.., %) un pelinomio omogenec di grade
m > 0; poniamo € = V{F) ¢ A", A linsieme dei sottospazi affini di A" contenuti
in ' e definiamo Cj come Vintersezione del sottospazi in LA che sono massimali rispetto
all'inclusione. Provare:

i) Co & un sottospazio affine contenente 'origine (0,...,0).

i1} A meno di un cambio lineare di coordinate si pud assumere che esista 5 < n tale che

i 8F s s
g;g =0 perogni i > s e %,,.., F linearmente indipendenti in Klz1,...,z.].
i) {(x) In un sistema di coordinate come ai punto ii) vale Co = {m1 = .. = 2, = 0},

Essrcizio 35: (##) Sia K= C, X ¢ C" un chivso irriducibile &i Zariskie U C X un
aperto nonvuoto di Zariskl. Provare che la chiusura di U nella topologia classica & uguale
a X,

(Sugg. Provare Pesercizio dapprima nel caso X = €7, dopodiché considerare una pro-
iezione normalizzata e ripetere i ragionamento fatto nella dimostrazione del lemma degli
archi selezionati. Per un altra dimostrazione vedi [Mu, Th. 2.33])

ESERCIZIO 36: (##7) Sia K =C, X ¢ € un chiuso di Zariski dotato della topologia

classica: allora ogni punto di X & un retratto per deformazione di un suo intorno.



IX. Varieta algebriche: nozioni base

Quando si paria di varietd si intende generalrente unc spazio topologico dotato
di strutture accessorie. Lo scope principale di questo capitolo & quello di mostrare che
i sottoinsiemi localmente chiusi di P7, oltre alla topologia di sottespazio, ereditanc
anche una struttura di *varietd quasiproiettiva”.
Iniziamo questo viaggio studiando alcune possibili strutture sui chiust affini; per tutto
il capitolo assumeremo salve avviso contrario che K siz un campo fissato algebrica-

mente chiuso.

1. Applicazioni regoiari tra chiusi affini

Sia X ¢ A" un chiuse, una funzione f: X -+ K s dice regolare se & la restrizione
di una funzione polinomiale su A™, pili precisamente [ & regolare se esiste ¥ £
Klzy,....z,] tale che F({z)= f(z) per ogni z € X.

Le funzioni regolari su X formano una K-algebra KiX], il morfisme naturale di restri-
zione Klzq, ..., zn] — KLX] & surgettivo per definizione ed ha come nuclec esattamente
Videale I{X)}.

Esempio 1.1. Sia X ¢ A? la curva di equazione zi = z3; Papplicazione ¢: K ~+ X,

(£) = (£*,1%} & un omeomorfismo ma #71: X — K non & regolare. Infatti se esistesse
P € Kiz,y] tale che Pz} = ¢~ (z) per ogni z € X si avrebbe P{#*,t*) = ¢ per ogni
te K.

Se X & un chiuso affine K{X] & una K-algebra finitamente generata senza nilpotenti
ed & quindi Noetheriana. Viceversa se A & una K-algebra finitamente generata senza
nilpotenti si pud scrivere A = K[zy, ..., 2.]/J con J = vJ e quindi 4 = K[{X] dove
X =V CA™.

Le funzioni regolari su un chiuso affine X sono continue, in particolare per ogni ideale
J ¢ KIX] I'insieme Vy(J)={z € X|f{z} =0VYf € J} & un chiuso di X. Viceversa
se Z C X chiuso si definisce Tx{Z) C K[X] come lideale delle funzioni regolari che &
annuilano su Z; detta 7 Kz, ..., z,] — K[X] la proiezione naturale i seguenti fatti
sono di semplice verifica:
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1) Vx(J) = V{=z~*{J)) per ogni ideale J C K[X].

2) 7 Ix(Z)) =1{Z) perogni ZC X.

3) a~ (T} = /71(J) per ogni ideale J C K[X] (qui bisogna usare il fatto che
K{X] # ridotta, cioé senza nilpotenti).

Dalle precedenti proprietd 1) 2) ¢ 3) segue che i chiusi di X sono tutti e solt in
sottoinsiemi Vy{J) per J ideale di K{X] e che le corrispondenze Vyx, Ix soddi-
sfano proprietd analoghe a quelle di V' e I definite sullo spazio affine. In particolare
Ve (Ix(Z)} = Z per ogni £ C X chiuso ¢ vale il

Teorema 1.2.(degli zeri} Sia X un chiuse affine ¢ J C KIX] un ideale, allora vale
Pugueglianza Ix (Vi (J)) = VJ . In particolare gli ideali massimali di K[X] sono tutti
a soli quelli della forma Ix(z), v € X.

Dim. Evidente. 8]

Come prima conseguenza di 1.2 osserviamo che se F, G € Klzq, ..., z,] e Gz} # 0 per
ogni z € X allora la vestrizione di ¢ a X & invertibile in K{X] e quindi la funzione
Flzy = F{z)G(z)™! & regolare su X.

Se f ¢ K[X] Paperto X; = {¢ € X | f(z) # 0} si dice un aperto principale di X .
Per ogni ideale J C K[X] sl ha X — Vi (J) = UyesX; e quindi gh aperti principali
formano una base per la topologia di X .

Esererzio 10 f,g € K[X], allora Xy € X, se e solo se g divide una potenza di f.

Definizione 1.3. Siano X C A", ¥ < A™ chinsi, una applicazione f: X — Y si
dice regolare se & la restrizione di una applicazione polinomiale F:A™ — A™. In
altri termind f & regolare se e solo se esistono Fy, ..., Fi, € Klzy, .., z,.] tali che f(z) =
(Filz), ... Fn{z)) per ogni z € X, I tautologico osservare che se f = (f1, - fm),
fir X - K allora f & regolare se e solo se f; & regolare per ogni . Le applicazioni
regolari sono continue.

Denotiamo con KX (risp. KY) la K-algebra di tutte le funzioni su X (risp. ¥Y) a
valori in K. Ogni applicazione f: X -+ Y definisce per composizione un morfismo di
K-algebre f:KY — KX.

Lemma 1.4. Nelle notazioni precedenti una applicazione f: X -+ Y & regolare se e
solo se f*R[Y] C K{X].

Dim. Siano y1,...,¥n € K[Y] le restrizioni a Y delle coordinate sullo spazio affine
AT detto fi= f*y; siha f = (f1,.., fin) € [ & regolare se e solo se f*y; € K[X] per
ogni i. Basta adesso osservare che le y; generano K[Y] come K-algebra. n]

Proposizione 1.5. Siane X, Y chiusi affini, esiste una bigezione naturale tra
lingieme dei morfismi regolori 1 X —+ Y e Uinsieme dei morfismi di K-elgebre
KV - KX].
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Dim,. Siassuma Y C A™, m K[A™] — K[Y] la proiezione naturale e siano 11, ..., ym €
K{A™} le coordinate affini. Preso un omomorfismo di K-algebre ¢: K[Y] — K[X]
stano fi = ¢m(y;), Uapplicazione f = (fi,.., fm): X — A™ & regolare e f* = ¢m.

Se g € I(Y) allora f*g = 0 e guindi f(X) C V(g), quindi I'immagine di f &
contenuta in Y. Lasciamo per esercizio la semplice verifica che 'applicazione ¢ -« f

cosi definita & linversa della applicazione f — f*. 0

Definizione 1.6, Un morfismo regolare tra chiusi affini si dice un isomorfismo

regolare se & bigettivo con inverso regolare,

Corollario 1.7. Un morfismo regolare f2 X — Y tre chiusi affini & un isomorfismo
se € solo se [ K[Y] - K[X] & un tsomerfismo.

Dim. Immediata conseguenza di 1.5. ]

Esempio 1.8. La retta A' e I'iperbole X = V{zy —~ 1} C A? non sono isomorfe.
Infatti, se lo fossere avremo un isomorfismo di K-algebre K{t] = K{A'] = K[X] =
K{z,y]/(zy—1) e questo non & possibile dato che z & invertibile in K[X] mentre ogni
invertibile di K[A'] & costante.

Esempio 1.9, Sia X C A" chiuso affine e f: X — A™ applicazione regolare. Sia
Y = {(z, f(z)) € A""™|z € X} il grafico di f e m1Y -+ X la protezione. Allora Y
& chiuso e 7 & un isomorfismo regolare.

Infaiti se zi,...,2n sono le coordinate su A™ € ¥1,..., ¥m 5010 le coordinate su A™
e posto f; = f*y; si ha che Y = V{(J} dove J C Klz1, .., %n, Y150 Y] & Videale
generato da I(X) e y; — f; e quindi ¥ & chiuso. La proiezione 7 & evidentemente
regolare e bigettiva con inversa 77! = (21, ..., Zn, f1, -, fm) regolare.
ESERCIZIO 20 Nelle notazioni di 1.9 provare che J = I(Y).

Esercizio 3: f: X — Y regolare. Provare che:
iV fX) edensoin Y seesolese f° & inietdiva.

i) FX) C Valker 7).

#i} Se f* @ surgettiva allora f & una immersione chiusa.

iv) Mostrare con un esempic che il viceversa del punto iii) & generalmente falso.
Esempio 1.10. Sia X C A” chiuso, f e KX] e Y = {{z,t) e A"}z e X, tf(z) =
1}, Y = V(I(X),1~tf) & un chiuso e la proiezione n:Y — X induce una bigezione
tra Y elaperto principale X;. Il morfisme #*: K{X] — KI[Y] ha le seguenti proprieta:

1) k= x*(f) & invertibile in K[Y].
2) Per ogni g € K[Y] vale h¥g € m*K[X] per s >> 0.
3) m*(a) =0 seesolose ffa =0 per s >>0.
La verifica di 1} e 3) & immediata in quanto At = 1 e 7*{a) == 0 se e solo se a{z) =0

per ogni z € Xy,
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H morfismo K[X][# — K[Y¥] & surgettivo e quindi ogni g ¢ KIY] si pud esprimere
come un polinomio nella variabile ¢ a coefficienti in #*K[X] ed il punto 2} segue dal
fatto che At = 1.

Posstamo decomporre il morfismo 7% = B con a: K{X] - K[X][t]/(1 - ¢f) morfismo
naturale e B3 K[X){t]/(1~¢f) — K[Y]. 5i osserva che il morfismo o soddisfa le stesse
proprietd 1}, 2) e 3) di #*. Le proprietd 1) e 2) sono banali, dimostriamo che vale 3},
Se f'a =0 per s >> 0 allora a= (1 —¢f){3 5o t'f'a) e quindi afe) = 0. Viceversa
se afe) = 0 allora esistono bg, ... b, € K[X] tali che ¢ = {1 - tfHHI{S bi#t") e quindi
bp=a, bi= fo,... b= foa, fFrla =0,

Possiamo adesso provare che § & un isomorfismo: date che #* soddisfa 2} si ha che
3 & surgettiva. Se 3{g) = 0 allora esiste s > 0 tale che f*g¢ = a(h) con #*(h}=0e
quindi esiste v > 0 tale che f7h = 0. A maggior ragione f*""g = ( e dato che f &
invertibile in K{X|[f}/(2 — ¢tf) necessarlamente g =0 e § risulta iniettiva.
L’esempio 1.10 rende doveroso richiamare le nozioni di base sulla localizzazione degh
anelli commutativi con unitd; per ulteriori approfondimenti rimandiame ai testi di
algebra commutativa.

Sia A un anell.c}, un sottoinsieme 5 C A si dice una parte moltiplicativa se 1 € .5 e
5 & chiuso per U prodotto, cioé se st € § ogniqualvolta £,5 € S.

Data una parte moltiplicativa § < A si definisce S7'A come il quoziente di 4 x S
per la relazione: {a,s) ~ (&£} se e solo se esiste » € § tale che r{af — bs) = 0. Per
comprensibili motivi si denota con 2 € 5714 la classe di equivalenza della coppia
{z, s). Lasciamo per esercizio al lettofe ia verifica che ~ & una relagione di equivalenza

. : 0 N o
e che §-14 & un anello commutativo con zero I e unita 7 rispetto alle operazioni

at -+ bs f‘_!j’_ab

b

a b
o
8 t 5t st

st
Sinotiche 5“'A=0seesolose l=0in S~'Asecsolose 1€ 5.
E consuetudine denotare:
By S5 'd=Ap se S= A~ P con P ideale primo.
i) S7'A = Ay se S== {f?}p con fE A,
i} §71A4 = Fraz(4) se S = A~ { divisori di 0 }. _
L'anello Fraz{A) si dice anelio delle frazioni globali di A e coincide con il campo
delle frazioni quando A & un deminio di integrita.
Esiste un omomorfismo paturale di aneli 14 —+ S7'4, I(a) = —{%; & immediato
verificare che

1) I(s) & invertibile in S™'A per ogni s € S.

2) Per ogni g € 571 A vale {(s)g = l{a) per qualche s € 5, o € A.

3) l{e) = 0 se e solo se sa =0 per qualche s € .
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ESERCIZIO 4: L'omomorfismo [ & iniettivo se e solo se S non contiene divisoridi 0; { &

isomorfismo se e solo se ogni elemento di S & invertibile in A.

Teorema 1.11. Sia S ¢ A parte moltiplicativa e ¢: A = B un morfismo di anelli
tale che:
1) 9(s) & invertibile per ogni s € S.
Allora esiste unico un morfismo 3: S~1A — B tale che ¢ = (1.
Se inoltre vale:
2) Per ogni b € B vale ¢(s)b = ¢(a) per qualche s€ S, a € A.
8) @¢la) = 0 se ¢ svlo se sa =0 per qualche s € 5.

Allora 3 é un tsomorfismo.

Dim. 81 assuma 1), se esiste [ deve necessarlamente essere 5(?-) = ¢la)d(s)" e
quindi A & unico. Inoitre se {a,s) ~ (b,¢) allora ¢(a)p{s) " = qﬁ(.ff)q'}(tf)’“1 e quindi la
precedente & una buona definizione di 4.

Se vale 1) e 2) & evidente che 3 & surgettiva. La condizione 3} equivale a dire che
¢ e | hanno lo stesso nucleo, dunque se vale 1) e 3) e ﬁ(g« =0 allora ¢la) =0 e
a

1
- = —[{a)=10. B
S = Sia)
ESERCIZIO §: Sia J © §7'A un ideale e sia E C A un insieme di generatort di
[=Y(I). Mostrare che I(E) genera [; in particolare se A & Noetheriano allora anche 5714

& Noetheriano.

La stesso argomento usato nell’esempio 1.1( mostra che per ogni anello A e f € A
vale Ay = Alt]/(1 ~tf).

Si consideri adesso un chiuso affine X ed un aperto I/ < X, si definisce Ox () ¢ KY
come la sottoalgebra deile funzioni che sono localinente quoziente di funzioni regolasi
su X, pitt precisamente f:U7 — K appartiene a Ox (17} se e solo se per ogni z € U
esiste un intorno x € V C U e funzioni regolari F,G € K{X] tali che per ogni y € V

vale G(y) #0 e fly) = )

Gly)
Definizione 1.12. L'applicazione Oyx:{ aperti di X} ~ {K-algebre } si dice fascio
strutturale di X.
H fascio strutturale ¢ caratterizzato dalle seguenti proprieta:
F1) Per ogni coppia di aperti V ¢ U la esiste un morfismo di K-algebre Pl Ox(U) =
Ox{V);se W CV C U sono aperti allora p, = plyp¥ e pp = Id.
I morfismi pY sono indotti dalla restrizione deile funzioni all’aperto V', scriveremo
spesso fiv al posto di pf (f).
F2) Se U = Uiesl; & un ricoprimento aperto, f € Ox & tale che fiy, = 0 per ogni
i€ I allora f=0.
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F3) Se U = Ul & un ricoprimento aperto e f; € Ox(U;), i € I, sono tali che
Fiviou,; = ijUan}_ per ogni ¢,f € I allora esiste f € Ox(U) tale che fiy, == f; per
ogni 1.

Le condizioni F1), F2) e F3} si dicono assiomi di fascio. Pili in generale ogni
applicazione definita sugli aperti di uno spazio topologico a valori gruppi abeliani che
soddisfa i tre assiomi si dice un fascio.

S8i noti che la funzione f come al punto F3) & unica in obbedienza al punto F2). La
condizione F1) esprime il fatto che, se pensiamo gl aperti di X come gli oggetti di
una categoriz i cul morfismi sono le inclusioni, allora Oy & un funtore controvariante.

Non & difficile calcolare Ox (U) per gli aperti principali.

Teorema 1.13. Sia X chiuso affine, f € KIX]. Adllora Ox(X;) = K[X]; =
KIXIH/(1 ~ tf). In porticolare per f =1 si ottiene Ox(X) = K[X].

Dim,. Basta verificare che i morfismo naturale ¢: K[X] — Ox (X;) soddisfa le condi-
zioni 1), 2) e 3) del teorema 1.11 rispetto alla parte moltiplicativa {f"}nso. La 1) e
la 3) sono immediate in quanto f* € Ox(X;) perogni s € Z e ¢{a) = 0 se e solo se
a{z) =0 per ogni z € Xy e quindi se e solo se af* = § per qualche 5 > 0.

Rimane da dimostrare che se g € Ox(X;) allora f°g € K[X] per s >> 0. Per
definizione di (Ox esiste un ricoprimento aperto Xy = U U, e funzioni regolari
F,, G, € K[X] tali che, se z € U, allora Gi{z) # 0 e 9G;(z) = Fi(z). Non & restrittivo
assumere gh apetti U; principall, diciamo U/; = X, e a meno di considerare Fiu; e
Gu; al posto di Fy, (7, possiamo assumere che g(¢; = F; su tutto X. Infine X; &
guasi compatto e possiamo supperre il ricoprimento finito e I = {1,....,r}.

Dato che V{G;,...., G} © V{f) per il teorema deghi zeri esiste ¢ > 0 ed una relazione
S =Y H:G;, H, ¢ KIX]. Moltiplicando ambo i membzi per g si ottiene f°g =
SHGig =3 H.F; e KiX]. O
Chiameremo quindi Ox (U} algebra delle funzioni regolari su U; in generale non si
tratta di una K-algebra finitamente generata.

Proposizione 1.14. Siano X,V chiusi affini ¢ f: X = Y continua.

Se f & regolare allora f* Oy (U) C Ox (f~HU)) per ogni aperte U C Y.

Se Y = UlJ; ¢ un ricoprimento aperto e f*Oy{U) C Ox(fH{I7)) per agni i allora
[ é regolare.

Dim. Se f & regolare allora f* trasforma funzioni localmente quoziente di elementi
di K[Y] in funzioni localmente quoziente di elementi di f*K[Y] € K{X] e quindi
Oy (U) C Ox(fHU)) per ogni aperto U C Y.

Viceversa sia g € K[Y], allora (f*g)r-1u,y = f*(g0.) € Ox (F~H{UL)) e per Vassiome
F3)siha f*g € Ox(X) = KIX]. Dungue f*K[Y] C K[X] e f & regolare per 1.4. 0
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Esempio 1.15. Nelle stesse notazioni dell'esempio 1.10 per ogni aperto U & X
Pomomorfismo 7% Ox{U)} = Oy (r~1(U)} & un isomorfismo. Infatti Iapplicazione
5: X5 = Y, s(z) = (z, f{z)~!) & Vinversa di 7 e ogni g € K[¥] & rappresentata
da un polinomio in ¢ a coefficienti in K[X] e quindi vale s*g = g1 f7° per qualche
g € K[X], s> 0.
Quindi s* trasforma funzioni localmente quoziente di elementi di K[¥] in funzioni
localmente quoziente di elementi di K[X]; da questo segue che per ogni IF C X aperto
s" Oy (s(U)) = Ox (U) & esattamente Pinverso di 7*: Ox(U) = Oy {z"'(U)).
ESERCIZIO 6: Per ogni n > 2 vale O (A® — {0}) = KIA"] (Sugez. K[A"] 2 un
deminio a fattorizzazione unica).
Dunque per ogni chiuso affine X si ha K[X]; = Ox(X;) per ogni f € K[X]. Sorge
spontaneo chiedersi se per ogai ideale primo P < K{X] esiste una descrizione geo-
metrica dell’anello K[X]p. Daremo adesso una risposta affermativa fornende una
descrizione di K[X]p che utilizza il fascio strutturale Ox.
Sia. X chiuso affine e Z C X un chiuso irriducibile, P = Ix{Z} ideale primo di Z.
$i definisce Oz x come Yinsieme delle coppie (U,f) con U C X aperto tale che
UNZ+#9 e fe Ox{U) quozientato per la relazione di equivalenza (U, f} ~ (V,g}
se esiste un aperto W C UNV taleche WNZ #0 e fiw = gjw -
Frirriducibilita di Z implica che su Oz x & ben definita una struttura di anello rispetto

alle operazioni
UAH+Wg=UnV,f+g), (UAHV.g=nNV fg)

Definiamo inoltre mg x = {{U, /) € Oz x| fizrnv = 0}, di nuovo la verifica che si
tratta di una buona definizione richiede che Z sia irriducibile. mz,}g & chiaramente
un ideale e se (U, f) € mgx allora UsnZ 0 e (U, f) & invertibile in Oz x con
inverso (U, f~1). Questo implica che Oz x & un anello locale con ideale massimale
mz.x -

Definizione 1.16. Se X & irriducibile si denota K(X) = Ox x. Il campo ¥{X)
si chiama campo delle funzioni razionali su X. Se z € X l'anello O, x si dice
anello dei germi di funzioni regelari nel punto =

i faccia attenzione al fatto che le cosiddette funzioni razionali su X non sono delle
vere Funzioni su X ma sono funzioni definite su aperti denst di X . E consuetudine
indicare graficamente le funzioni razionali con delle frecce discontinue, f: X — —+ K.
Ogni elemento di @, x si rappresenta con una coppia del tipo (X, f gV con fgg
K[X] e glz) #0.

Teorema 1.17. Per ogni chiuso irriducibile Z € X con tdeale P = Ix(Z) 'omomor-
fismo neturale ¢ K[X] = Oz x induce un isomorfismo di K -algebre KX]p=0zx.



182 MARCO MANETTI

Dim. Basta dimostrare che ¢ soddisfa le condizioni 1), 2) e 3) del teorema 1.11
rispetto alla parte moltiplicativa § = K[X]~ P. Se f € S allora X;NZ # § e quindi
#(f) = (X, f) & invertibile con inverso (X, f~').

Se ¢(a} = 0 significa che esiste un aperto U tale che UNZ # 0 ¢ a(z) = 0 per ogni
¢ € 7. Dato che UV & unione di aperti principali non & restrittivo supporre If = X
per qualche f € S e quindi fa = 0. Viceversa se af = 0 per qualche f € § allora
pla) = (X5,0) = 0.

Sia infine b € Oz v, possiamo rappresentare g con una coppia {Xy,g) per qualche
fe€8ege Ox(Xy) = K[X];: esiste quindi s > 0 tale che ¢f* € K[X] e quindi
b= g{gfle(f)™°. 8]

Corollario 1.18. Gl anelli Oz x sono Noetheriani.
Dim. Esercizio, n

ESERCizio 7: Se f: X — Y morfismo regolare, Z C X chiuso irriducibilee W = f{Z)

allora & definito f": Owy — Oz.x.

ESERCIZIO 8: X chiuso affine, U ¢ X aperto irriducibile. Per ogni aperto V < 7,
PPapplicazione Qx (/) — Ox (V) & inlettiva.

ESErRCIZIO 9: () Sia m: X — Y un morfismo regolare di chivsi affini irriducibili. Se

w{X) &denso in ¥ allora #{X)} contiene un aperto.

(Sugg. Ridursialcaso ¥V C A®, X ¢ A™"* chiusi e 7 indotta dalia proiezione suile prime
n coordinate. Usare induzione su s.

Se s =0 ose X = # 7 (¥) non ¢’& nulla da dimostrare, altrimenti sia F 3 0 appartenente
al nucleo di K[V)lznt1, .., Tngs] —+ K[X]; se 4 & il grado di F, 2 meno di un cambio
lineare di coordinate si ha F' = fza,, + termini di grado minare in a4, con f & K{Y].
Se f & invertibile ¢ pr A — AT & s proiesione sulle prime coordinate allora p(X)

& chiuse. Se f non & invertibile si consideri i chiusi ¥y C A™*! e Xy ¢ A™HiFe )

2. Varietad quasiaffini ¢ quasiproiettive

Sia X C A" un chiuso e U ¢ X un aperto, possiamo definire il fascio stratturale
di U, Op:{ aperti di U} = {K - algebre} ponendo sernplicemente Oy (V) = Ox (V)
per ogni V' C U aperto. Si vede subito che Oy (V) @ "anello delle funzioni f:V -+ K
che si egprimone localmente come quoziente di polinomi in K[A”], in particolare Oy
non dipeade da X ed & ben definito per ogni 7 € A" localmente chiuso.

Definizione 2.1. Se U C A" & un sottoinsieme localmente chiuso la coppia (U, Oy)
si dice varietd quasiaffine.

in modo completamente simile se X ¢ P™ & localmente chinso si ha, per ogni
V' C X aperto, una K-algebra Ox (V) C {f:V — K}; per definizione f € Ox(V)
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se per ogni = € V esistono F, G € Klzo, ..., Tn] polinomi omogenei dello stesso grado
tali che G{z)# 0 e f = & in un intorno di z. E evidente che la definizione di Oy

non dipende dalla scelta del sistema di coordinate omogenee di P".

Definizione 2.2. Se X ¢ P™ & localmente chiuso, la coppla (X, Oy i dice varietd

gquasiproiettiva.

Se xg, ..., Tn, 5000 coordinate omogenee su P™ e A™ = {zg # 0} allora y; = Tz

sono coordinate affini su A™ . Dati due polinomi f, ¢ € Ky, .. ¥n}, per d >> 0

Flus s tn) . mﬁf{wlwgl,...,xnzgl) _ Flzg, s Tn)

g(yiu“'ayn} ZEgg(JC].J’?El,...,:Bn;Egl) G(Eg,...,mn)

con F, G polinomi omogenei di grado d. Viceversa dati F, G € Klzg, ..., z,] omogenel

dello stesso grado si ha che

Flzoyn@n) _ F(Lyryn) _ F{y1,tn)
Gl(zo, o zn) Gy, 0¥n) G- Un)

Se X ¢ A" 2 localmente chiuse, allors X & localmente chiuso anche in P™* e possiamo
considerare X sia come varietd guasiaffine che quasiproiettiva. le precedenti osser-
vazioni su omogencizzazione e disomogeneizzazione mostrano che il fascio strutturale
{7 non dipende da come st considera X.
Se X & una varietd quasiproiettiva e I/ C X & un aperto, I/ & a sua voita una varieta
quasiproiettiva e Oy (V) = Ox (V) per ognd aperto V C U.
) smmediato verificare che per ogni (X, Ox) gquasiproiettiva allora Ox soddisfa gli
asstomi di fascio F1, F2 e F3. Da ora in poi per semplicitd notazionale indicheremo una
varietd (X, 0x) solamente con il simbolo X lasciando sottinteso il fascio strutturale.
Abbiamo definito gli oggetti della categoria delle varietd quasiprolettive, defi-
piamo adesso i morfismi in modo tale che la categoria dei chiugi affini definita nel

paragrafo 1 sia una sottocitegoria piena.

Definizione 2.3. Sianc X,Y varietid quasiproiettive, una applicazione f: X — Y si
dice regolare o algebrica se per ogni aperto I/ CY e perogni z € FHITY esiste
un aperto £ € V.C X taleche f(VICU ¢ f;{/Oy(U} C Ox{V}).

Si noti che:

1) Le applicazioni regolari sono continue.

2) Per stabilire che f: X — Y & regolare basta verificare le condizioni di 2.3 per gli
aperti U/ di una base di Y.

3) Una applicazione & regolare se e soltanto se & localmente regolare, cioe f: X — Y
& regolare se e solo se per ogni x € X esistono aperti z € V C X e fzyeUCY
tali che f(VYC U e f:V — U & regolare.
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4) Una applicazione continua f: X -+ ¥ & regolare se e solo se per ogni aperto U C YV
st ha frOy (U) C Ox{f~1(U)). '

5) Se ¥ ¢ X ¢ P sono sottoinsiemni localmente chiust allora Pinclusione ¥ -4 X &
regolare.

6) Siano X, Y varietd quasiproiettive con ¥ C P™ localmente chiuso, una applicazione
Fi X - Y & regolare se e solo se & regolare la composizione X — P™ di f con
I'inclusione ¥V — P,

Definizione 2.4, Un morfismo tra varietd quasiproiettive si dice un isomorfismo
regolare se & regolare, bigettivo ed ha inverso regolare.

Ad esemnpio le projettivitd sono isomorfismi regolart di P,

Definizione 2.5. Una varietd quasiprolettiva si dice affine (risp.: proiettiva) se &
isomorfa ad un chiuso di uno spazio affine {risp.: proiettivo).

Esempio 2.8. Sia X ¢ A™ chiuso e f e K[X], la varieth quasiafine X7 = X -V(f)
& affine; essa & infatti isomorfa alla varietd Y degli esempi 1.10 e 1.15.

Lemma 2.7. Ogni varietd quasiprotettiva possiede una base di aperti affini.

Dim. Precisiamo che con il termine aperto affine di X intendiamo un aperto che, con
la struttura di varietd indotta da X, & una varietd affine.

Sia X una varietd quasiproiettiva, siccome X & unione finita di aperti gquasiaffini
non & restrittive assumere X C A" quasiaffine, sia X la chiusura di X in A",
v =X —X. Unabase di X & allora data dagli aperti X ;, f € V(V) c K[X] che
sono affini per 2.6. O

Un utile criterio per stabilire la regolaritd di una applicazione & il seguente:

Lemma 2.8. Sia [: X — Y applicarione tro varietd quasiproiettive ¢ YV = UY;
ricoprimnento di aperti affini.

Allore. | & regolare se e solo se Vi = f~1(Y,) & aperto per ogni © ¢ F*K[Y) C Ox{V}).
Dim. Immediata conseguenza di 1.14. In|

Esgrcizio 100 Sia X varietd quasiprolettiva e ¥ varietd afline; esiste una bigezione
naturale tra Uinsieme delle applicazioni regolari X -» ¥ e Pinsieme degli emomorfismi di
K -algebre K[V] — Ox(X).

Esempio 2.9. Siano Fy,...,Fn € Klzg,...,z,.] omogenel dello stesso grado e sia
I/ ¢ P™ un aperto tale che U N V(Fy,.., Fn) = #; Vappiicazione F: U — P™,
F{lz]) = [Folz), .., Fou{x)] & regolare. Viceversa vale il:

Teorema 2.10. Sig U = P*~ Z un aperto nonvuoto ¢ sia ¢: U — P™ un morfi-
smo regolare. Allora esistono, unici o meno di invertibili, Fg, ..., Fn € Klzg, .., Za]
omogened dello stesso grado e senza fattori comuni tali che V{F, .. Fn) C Z e
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¢ = [Fo, .., Fm] {vedi 2.9). In particolare (n—~m— 1) < dimZ e ogni automorfismo
regolare di P" & una proiettivitd.

Dim. Dimostriamo per prima cosa che per ogni p € U esiste un aperto p € V C I/ tale
che Penunciato del teorema vale per la restrizione di ¢ a V. Prendiamo coordinate
omogenee ; su P™ e y; su P™ tali che p = [1,0,..,0] e #(p) = {1,0,...,0], dunque
p € A} = {zo # 0} ed esiste f € K[A}] = K[z, ...,ws] tale che f(p) # 0, A} =
AL - VI) CU e 6(A7) C AT
Esistono gy, ..., gm € KiT1,...,z,] ed un intero s > 0 tali che ¢™y; = g:n perogni i, a
meno di sostituire f° con f non & restrittivo assumere s = 1 e quindi @ = {f, g1, ... ]
su A% . Basta adesso porre Vo= A% ed Fo,.n gli omogeneizzati di f, g1,..., 9m
divisi per il loro massimo comune divisore.
Siano adesso p,g € U e Fo, oo, Frny, Goy oo O € Klzg, oo, ] omogenei tali che:

i) degF; = deg F;, deg G; = deg (; per ogni %, ].

i) M.C.D(Fy, .., F,) = MCD(Gq,.,Gx) = 1.

i) p & V{Fy, . ..Fn), ¢ € V{Go .. Gem) -

iv) ¢ = [Fn,.... Frl in un intorno di p e ¢ = [Go,...,Gm] in un intorno di q.
Dato che U & uno spazio irriducibile esiste un aperto W C U dove vale [Fy, ..., Fin] =
[Goy vy Gt W = P™ e quindi F;G; = F;G; per ogni 4,7,
Sia Fy = [[H{" la decomposizione in fattori irriducibili, esiste aliora j > 0 tale
che H, non divide F; e dato che H]' divide GoF; = FyG; si ha che Hi* divide
Gs. Ripetendo per ogni fattore irriducibile di Fp si deduce che Fy divide Gy e per
simmetria esiste una costante o tale che F; = oG; per ogni 4.
La disuguaglianza n —m — 1 < dim, Z segue dal fatto che, detto ¥ = V{(Fy, .., Fi)
siha ¥V C Z e dimY > n—m ~ 1 per il teorema VIIL4.6.
Un applicazione regolare [Fp, ..., Fyp]:P™ —» P™ pud essere un isomorfismo solo se i

poiinomi F; hanno grado 1. [

ESERCIZIO 11: Sia L ¢ P™ sottespazio di dimensione n —~ m — 1, la prolezicne i
centro L, P™ — L — P™ non pub essere estesa ad una applicazione regolare su un aperto

contenente strettamente " — L.

Esempic 2.12.(Le Grassmaniane) Sia V' uno spazio vettoriale di dimensione n sul
campo K e sia 0 € s < n un intero. Vogliamo adesso far vedere che esiste una
bigezione naturale tra l'insieme G{s,V) dei sottospazi s-dimensionali di V' ed una
varietd proiettiva irriducibile di dimensione s(n—s) detia Grassmaniana. Mostreremo

inoltre che G(s, V) possiede un ricoprimento di aperti isomorfi a A=),

Chiaramente se G{1,V) =P(V), G(n -1, V) =P(V¥) equindiper s=1,n-11a

situazione & chiara.



186 MARCO MANETTI

Tn generale sia X C P{A° V) Vinsieme delle classt di omotetia dei vettori totalmente
decomponibili di A®V —0. Un vettore v € A® V si dice totalmente decomponibile
se esistono vy, .., U € V taliche v =uv Awvz A LAY

Fsiste una bigezione naturale P:G(s,V) ~ X data da P(W) = [un A ... Aw,] dove
uw, ..., ws & una base di W. Se vy,...,v, & un altra base di W si ha wi A AW =
dvy A ... Av, dove d & il determinante della matrice di cambiamento di base; questo
prova che P, detta mappa di Pliicker, ¢ ben definita. Lasciamo per esercizio al
lettore la semplice verifica che P & bigettiva,

Da ora in pol identifichiamo X e G{s, ¥} tramite P. Sia H C V un sottospazio di
dimensione n — s e poniamo Xy = {W ¢ X|Wn H = 0}.

Fissiamo una base e, ...,e, di V" tale che H & generato da ezyy,...,en, oOgni ele-
mento di A’V si serive in modo unico come Y prer, pr € K, I € A*{1,..,n}
dove A®{l,..,n} indica {insieme, di cardinalitd (7: , dei sottoinsiemi di {1,...,n}
contenenti s elementi e se [ = {i,...,1,} allora er =e;, A ... A,

Le p; sone coordinate omogenee su F(AV) = PV, N = (Z) -1 e sono dette

coordinate Pliickeriane su G(s, V) rispetto alla base e, ..., e,

Sia Iy = {1,2,..,s}, allora Xy = {[p;] € Xips, # 0}, infatti se W N H = 0 allora
esistono unici vi,...,vs € H tali che W & generato da e; + vy, ...,8; + vs € guindi
pr, (W) # 0. Viceversa se W N H # 0 possiamo prendere una base wy,...,ws di W
tale che wy € H e quindi py, (W) = 0.

Dungue XN & un apertoin X, dette g, 5, i=1,...,5, 7 = s+ 1,...,n coordinate affini
gu A7l egiste una morfismo regoiare bigettive f: Astn=st Ly Xy ¢ PV dato da

Fluy=ler + ) wse) A Ales+ 3 s 6,0
) 7

Nelle coordinate affinl z; = p;p;ﬂl su A?g per ognl punto di Xy vale

yii = (=1 7 00, im ik e

e quindi Xy non & altro che il grafico di una applicazione regolare da A*"~% e
AN=str=¢l guesto prova che Xy & chiuso in Af ed & isomorfo come varieta affine a
Asn—s)

In conclusione si pud quindi affermare che X & chiuso in PV, e dato che X = UXy,
HeGn-—s5Vie XgnXg #0 per ogni H, K ne segue che X & pure irriducibile.
Chiameremo in seguito gl apertli Xy € X = G(s, V) gli aperti fondamentali della
Grassmaniana.

Ulteriort caratteristiche della Grassmaniana e delle coordinate Plickeriane sono espo-

ste neght esercizi,
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ESErRCIZIO 12: Ogni atutomorfisme lineare di V' induce un automorfismo regelare di
G{s, V).

3. Prodotti ¢ morflsmi proiettivi

Siano X C A", ¥V < A™ due chiusl con ideali I(X)} < Klz;, ..., xz,], 1Y) C
Klyis s ¥m]. Denotiamo con J € Klzy, .., Tn, ¥1, 00 Y] Uideale generato da I{X) e
1{¥). E immediato osservare che V(J) = X x ¥ ¢ A+,

Lemma 3.1. Slane X,Y,J come sopra, per ogri flr,y) € Rlzy o Tna 1, oy Uon)

possiamo scrivere (in modo non unico)

flz,y) = Z filz)gily) + Mz, y) (%)

con h € J e r >0 minimo possibile.

Detta m: X x Y — X la protezione sul primo faftore si ha
W(A?+m NX xY)= XN, 4A%)

in particolare 7 & aperta ¢ J = I(X x Y).

Dim. L'inclusione ¢ & ovvia, viceversa sta p € X tale che f.(p) # 0 e si assuma per
assurdo che f{p,y) =0 perogni y € Y, allora 3., fi(p)g:(v) € I{Y) e quindi

7ol
1
9:(0) = = > _flplaly) e [(Y)C J
(p) =1
Sostituendo in () e semplificando si ottiene

= fi(®)
o) = () - Faed

Dato che r era il minimo possibile si ottiene una contraddizione. Se f &€ [{X x ¥ si
ha A}‘+m 11X =0 e quindi necessariamente r = 0. 0
E utile osservare che, per ogni f € KIX], g€ K[Y],siha X; x ¥, = (X x V);, e
quindi Ox .y {X; xY,) ¢ la sottoalgebra di KX/*¥s generata da Ox(X;) e Oy (Y;).
Chuesto prova in particolare che la struttura di varietd su X x Y non dipende dalla
scelta delle immersioni chiuse X C A™ e ¥ ¢ A™. Piuin generale se U ¢ X e
V CV sonoapertl affnie X; CQU, Y, CV allora X; = Uy, ¥, =V, e quindi Ia
sottovarieta aperta U x V ¢ X x Y & isomorfa alla vanietd prodotto U x V.

Sta adesso Z una varietd quasiproiettiva, f: Z — X x Y una applicazione e fx:Z —
X, fy:Z =Y le composizioni di f con le proiezioni sui fattori.
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Dato che f={f1,  farmp Z = X x VY C A™™ & regolare se e solo se f; € Oz(Z)
per ogni i si ha che f & regolare se e solo se fx e fy sono entrambe regolari.
Chiameremo X x Y varietd affine prodotto di X ¢ ¥. Se X' Cc A™ , V' c A™
sono chiusi isomorfi a X e Y rispettivamente allora X x Y &isomorfaa X' x Y.
La definizione di varietid prodotto si estende in modo naturale alle varieta guasiaffini.
Infatti se X ¢ A", ¥V ¢ A™ sono localmente chiusi allora anche X x Y & localmente
chiuso in AT ed eredita una struttura di varietd quasiaffine tale che per ogni coppia
diaperti U € X, V' C Y la sottovarietd aperta U xV & X x Y & isomorfa alla varietd
prodotto U x V.

La definizione del prodotto di due varietd quasiproiettive richiede lo studio preliminare
delle cosiddette immersioni di Segre.

Siano n,m interi positivi fissatl, N = (n+ 1){(m + 1} — 1 e si consideri gli spazi
proiettivi P™, P™ e PY con i rispettivi sistemi di coordinate omogenee z,, i = 0,..,n,
i, j=0.mew;, 1=0.,n37=0.,m.

La mappa di Segre s:P™ x P™ — PV & definita come s{[z], [y]) = [w], wi; = 255
In termini astratti se V, W sono spazi vettoriali la mappa di Segre s: P{V) x BP(W) —
P(V @ W) si definisce come s{lal, [Bl) = fa® b].

Denotiamo con § Pimmagine della mappa di Segre, si ha 57 {S N {w;; # 0}) =
{z;y; # 0}. Sugli spazi affini

Ap = (g € P A0}, AP ={l]€ Py A0}, AT = {fu] € P, £0)

si hanno le coordinate affini g—'—, hs#4d, gﬁ, k7, Yh k , thok) # (4,5} nelle quali

i 3} 3%

. . . Wh ke Th Uk
la mappa di Segre st A7 X A" -+ 5N A;":, si scrive come k= TR YE

wij o T Yy

: W g Th Wik Uk T L. . .
In particolare — = ~= e —= = = ¢ quindi §NAY; & il chiuso definito dalle
Wij o Uhi o Y ‘
Lo Wak Wh kWi k .. .
squazioni = —= —= ed & isomorfo, tramite s, a AT x AT,

Wi Wk Wij
Abblamo quindi dimostrato la:
Proposizione 3.2. Lae mappa di Segre induce une struflura di varicta proiettiva su
P x B™ tale che le softovariets aperte {z;y; # U} sone isomorfe @ A® x A™ .,
Lasciamo per esercizio la verifica che la topologia indotta su P™ x P™ dalla mappa
di Segre coincide con la topologia di Zariski degli spazi multiproietiivi definita nel
capitolo VIIL
Se X ¢ P, Y < P™ sono sottoinsiemi Jocalmente chiusi allora anche X x Y &
localmente chiuso in P" x P™ e guindi anche in PV,

Definizione 3.3. Date due varietd quasiproiettive X < P™, ¥V € P™ si definisce
la varietd prodotto come X x Y dotata della struttura di varietd quasiproiettiva
indotta dall'inclusione X x YV ¢ P?* x P™ e dalla mappa di Segre.
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Dalla proprietd della mappa di Segre segue inoltre che se X e ¥ sono contenuti
nel complementare di un iperpiano allora X x Y, pensato come il prodotto di varieta

quasiproiestive coincide con il prodotto come varietd quasiaffini; se ne ricava il seguente

Teorema 3.4. Date due variefd guasipreiettive X e Y esiste una unica struttura di
varietd quasiproiettiva su X X Y tale che se U C X, V C Y sono aperti affini allors
U xV éun aperto affine di X x YV e Qxuy (U x V) = K[ x V1] ¢ la sottoalgebra
generata da K[U] e K[V].

In particolare per ogni coppia di aperti X' C X, V' TV si ha che X' x Y’ & una
sattovarietd aperta di X x Y isomorfa alla varield prodotto X' x ¥,

Dim. Si osservi innangitutto che, in virti degli assiomi di fascio che deve soddisfare
xxy,la proprieti espressa in 3.4 implica Punicita della struttura di varietd su X xY.
Siccome la 3.4 vale se U ¢ V sono contenuti nel complementare di un iperpianc
possiamo supporre di aver dimostrato il teorema per gl aperti affini appartenenti a
basi fissate di X e Y. Il teorema segue adesso dalle proprietd di incollamento e

dall’analogo risultato per il prodotto di varietd affini. 0

Vediamo adesso alcune semplici conseguenze di 3.4:

a) La proiezione X x Y -» X & un morfismo regolare e aperto. Basta infatéi ridursi

al caso affine e applicare 3.1.

b} Siano X,Y, Z varietd quasiproiettive, f1Z - X xY e fx:Z2 =X, friZ oY le

composizioni di f con le proiezioni. Allora f & regolare se e solo se fx e fy sono

regolari. Di nuovo possiamo ridurre il problema al caso affine.

c) Dati due morfismi regolari f: X — Z, ¢ Y — W i morfismo prodotto f x g: X x

Y -» Z x W & regolare. Questo segue immediatamente da b).

d) La diagonale Ax ¢ X % X & chiusa. Si verifica direttamente se X = P ein

generale se X CP" sl hache &y = Apn N X x X

e} Dati due morfismi regolari f,g: X — ¥ ed un sottoinsieme denso D C X, 8¢ f =g

su D allora f=g. Infatti {f,90: X =Y x Y & regolare e {f,¢) "' (Ay) & un chiuso

che contiene I},

£) I grafico @y € X ® Y di un morfisteo regolare f1 X — Y & chivso ¢ la proiegione

G; -+ X & un isomorfismo. Infatti Gy & la controimmagine di Ay mediante il

morfismo fx Idy ed il morfismo {id, f): X — G, &1 inverso regolare della proiezione.

La proprieta e} si esprime dicendo che le varieta quasiproiettive sono separate.
ESERCIZIO 13: Se U,V sono aperti affini di una varietd X allora UNV é affine.

Una variante del prodotto & il prodotto fibrato; dati due morfismi regolari f: X — Z

e 1Y — Z sl definisce

X xzY ={{z,9) € X x Y| f(z) = (1)} = (F x 9} "' (Az)
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si tratta evidentemente di una sottovarieta chiusa del prodotto usuale.

Definizione 3.5. Un morfismo di varietd f: X - Y si dice proiettivo se per ogni
y € YV esiste un aperto y € U C Y, un intero n > 0 ed una immersione chiusa
h: f~H{U) — U x P™ tale che fiy & la composizione di h e della proiezione sul primo
fattore. ‘
Si noti che se X & una varietd proiettiva allora ogni applicazione regolare X —» ¥V &
proiettiva.

ESERCIZIO 14: La composizione di morfismi proiettivi & ancora un morfismo proiettivo.

FEsERCIZIO 15: Se f: X — YV & proiettivoe g: Z — Y & regolare allora X xy 2 — Z &

proiettivo

Proposizione 3.7. Ogni morfismo protettivo & chiuso.

Dim. Siccome la restrizione di un morfismo protettivo f: X = Y ad un chiuso di X &
ancora proiettivo basta dimostrare che esiste un ricoprimento affine ¥ = U; tale che
FXYNU; = f(f~HT3)) & chiuso in U, per ogni 7. Non & quindi restrittivo assumere
Y ¢ A™ chiuso affine e X ¢ Y x P?; la dimostrazione segue da VIIL1.5 e dal fatto
che ¥ x P™ & chiuso in A™ x P™. ] [3

Coroliario 3.8. Sia X wuna varietd proiefiiva drriducibile , allora Ox{X) =K. Pii
in generele ogni morfismo do une varietd proiettive irriducibile ed una varietd affine

& costante.

Dim. Sia Y ¢ A" una varietd affine e f: X — Y regolare; componendo f con
l'inclusione Y < P7 otteniamo un morfismo prolettive ¢: X ~ P™. Per 3.7 g(X) & un
chiuso di P che non interseca liperpianc all'infinito e quindi deve avere dimensione
4.

Le funzioni regolari su X possono essere pensate come morfismi regolari a valori in
Al &)

Teorema 3.9. Sia [ X — Y un morfismo regolare di varietd quasiproiettive; per
ogni y € Y denotiomo Xy = f~Yy). Si ha:

1) Perogniy €Y, z € X, vale dim, X < dim, X, + dim, f(X) .

2} Se X éirriducibile esiste un aperto nonvuoto U C f(X) tale che per ogni y € U

vale dim X = dim f(X) -+ dim X,,.

Se ingltre f & proiettivo allora vale anche:

3} L'applicazione y — dim X, é semicontinue superiormente.

4} Se Y ¢ irriducibile e le fibre X, sono tutte {rriducibili delle stessa dimensione

allore X & treiducibile,

Dim. Posslamo tranquillamente assumere che f{X) sia denso in Y. Proviamo dap-
prima i 4 enunciati nel caso in cai f & prolettivo; dato che basta dimostrare il teorema
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per le restrizioni di f ad un ricoprimento aperto di ¥ non & restrittive supporre ¥
affine e X chiuso in P?x V. Il teorema segue quindi da VII14.9 ¢ VIIL4.10,

Se f non & prolettiva si consideri X ¢ X una chiusura proiettiva (ricordiamo che
X 2apertoin X ) esia Z la chivsura del graficodi fin X xY e f1Z — Y i
morfismo indotto dalla proiezione.

Dato che per ogni ¥y € ¥ X, & un aperto {possibilmente vuoto] di Z, il punto 1}
segue immediatamente dal caso profettivo. Se X & ixriducibile anche Z & irriducibile
ed esiste un aperte U C Y tale che perognt y € U eperognl 2z € 2, vale dim, Z, =
dmZ ~dimY = dmX -~ dimY . Siccome f({X)} & denso esso interseca U e questo
prova il punto 2). o

Corollario 3.10. Signe X, Y varietd quasiproietiive irriducidili, allora X x ¥V &
irriducibile e dim X XV = dim X +dim Y.
Dim. X e Y sono aperte nelle loro chiusure proiettive, non & quindi restrittivo sup-

porre X e Y proiettive. In questo caso basta applicare 3.9 al morfismo di proiezione
Xx¥Y =Y. 0

ESERCIZIO 16: Provare direttamente che se X; sono le componenti irriducibiii di X e
Y; sono le componenti irriducibitl di Y oallora Xi x Y; sono le compoventi irriducibili di
A xY.

Corollario 3.11. Sig X C P" chiuso ¢ O(X) < A" il cono affine.  Allora
dimg C{X) = dim C{X) = dim X + 1.

Dim. Non & restrittivo assumere X irriducibile & non vuoto, dato che C(X) ~0 &
denso in C'{X) basta dimostrare che C(X} — 0 & irriducibile di dimensione uguale a
dim X + 1.

Sia p € C{X) -0 e siano zg, ..., o, ccordinate affini si A™*! (e quindi omogenee
su P7) tali che p € U = X N {xp # 0}. Il morfismo (zg,..,2a) — {[Zo, .., T, To)
induce un isomorfismo tra C{I7) e U x {IK — 0); in particolare C(U) & irriducibile di
dimensione dim X + 1. Siccome il punte p & arbitrario tutto segue. 0

Corollario 3.12. Siano X,Y C P™ chiusi, allora vele lo formula

dmXnY >dimX +dimY —n.

Dim. 1l cono affine di X N'Y @& isomorfo all’intersezione di C{X} % C(Y} con la

diagonale di A C A x Al Dato che A & intersezione di n + 1 iperpiand si ha

dimp C(X YY) 2 dim(C(X) x CY)) —n— 1. ]
ESERCIZIO 17! Sia X < P chiuso di dimensione > 0. Provare che C(X) —0 non &
isomorfo a X x (K -0},
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Esgrcizio 18: (Teorema di Hopf)

Siano A, B,C spazi vettoriali di dimensione finita su un campo algebricamente chiuso e
p: A® B -» O lineare e separatamente iniettiva, ciot tale che se a,b # 0 allora p{a®b) £ 0.
Provare che dimC > dim B.

(Sugg. Sia K i nucico di A® B — € F(K) non interseca la varieth di Segre P{4} %
P{BYC P{A® B)).

4. Punti lisci e singolari, spazio tangente di Zariski

Sia X C A" un chiuso e z € X, in analogia con i} caso delle curve piane diremo
che un vettore v = (vy,..,v,) € K™ & tangente a X nel punto z se per ogni
f € f(X), i polinomie f,{¢) = f(z+1tv) ha una radice multipla per ¢ = 0. Derivando
rispetto a ¢ si ottiene che v € tangente a X in z se e solo se

< v, df(z) >= Z Ulﬁ(m) =0, per ogni f € I(X)

8z
Linsierne T, X C K" dei vettori tangenti a X in z & un sottospazio vettoriale detto
spazio tangente di Zariski.
Ecco qua alcune semplici osservazioni:
DNSezeXCV, X,¥Y C A" chinst, allora I{YYC I(X) e T, X C LY.
2)8e re XNnY, XY C A" chiug, aliora I(X} + I{Y) C I{X NV} a quindi
TAXNYY T, XNT.Y.
3) T, X dipende solo dal germe di X in z, pitt precisamente se ¥ & un altro chiuso
od esiste un intorno r € U ¢ A™ tale che X NU = Y N/ aliora T, X = T7.Y. Infatti
non & restrittivo supporre X = XAT e quindl X CY e X CTY. Slavel,Y
e f e I{X), esiste g tale che g(z) = 1 e fg € I{Y)}. Dalla regola di Leibnitz segne
che f{z + fv) possiede una radice multipla in ¢ = 0.
4) Se Videale I{X) & generato da fi,..., fs, per la regola di Leibnitz v € T, X se e
solo se < v, dfi(x) >= 0 per i = 1,..,5 e quindi T, X éai} nucleo del’applicazione

lineare K™ -+ K°® rappresentata dalla matrice jacobiana (5-%).
€

3) L’applicazione x — dim 7, X & semicontinua superiormente in X; infatti, presi
Fis. fo generatori di J{X) e detto J, C K[X] l'ideale generato dai determinanti
dei minori {n— A + 1) x (n — A - 1} della matrice jacobiana di fy,.., fe 51 ha che
dimT, X > hseesolose z € V(J,}.

6} Se f: X — Y & un'applicazione regolare tra chiusi affini, z € X, y = f(z}, &
definito in modo naturale il differenziale df (z): T. X - T,¥Y.
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Infatti se X C A™, ¥ ¢ A™ sono chiusi, allora f & la restrizione di una applicazione
regolare (Fy,...,F.): A" -+ A™ dove i polinomi F; sono unicamente determinati
modulo [{X).

Sia v = (v1,..,vn) € T X e definlamo

w = dF{z}v, w; = ; %%vi
Per definizione di T,.X il vettore w non dipende dalla scelta dei polinomi F;. Se
g € I{YY allora g(Fy, ..., Fry) € I{X) elaregola di derivazione della funzione composta
rmostra che < w,dg(y) >= 0.
Come conseguenza di 6) la dimensione di 7, X dipende solo dalla coppia (X,z) enoa
dalia particolare immersione chiusa X ¢ A™, vedremo negli esercizi una caratterizza-

zione intrinseca delio spazio tangente di Zariski.

Lemma 4.1. §ia X ¢ A" chiuso, ¢ € X, allora dimT, X > dim, X.
Dim. Induzione su d = dim, X . Se d = 0 non ¢'? nulla da dimostrare. Se > 0, per

VII1.4.7 esiste un iperpiano H C A" passante per = tale che T X non & contenuio
in T, H e dim, (X r H) = dim, X — 1; per l'ipotesi induttiva

dim T, X > dim(T, X N T, H) > dim T,(X N H) > dim, (X N H) = dim, X - 1.
N

Lemma 4.2, Sia X varietd affine, ¥ C X aperto affine; allora Minclusione ¥ C X

induce un isomorfisme tra glé spezi tangenti di Zariski.

Dim. Sia z € ¥ e sia [ funzione regolare su X tale che f(z) # 0 e Xy C V.
Siccome X; e ¥ sono varietd affini isomorfe basta dimostrare il lemuna nel caso in
cul ¥V = X5,

Sia X ¢ A" ana immersione chiusa, abbiamo visto che esiste una immersione chiusa
X; C A™*Y eche I(X;) e generato da J(X) e 1—zny1f. Quindi perogni (x,2n41) €
X si ha che (v, vnp1) € Doz, ) s Se e solo se (V1,3 ¥n) € T2 X € Unyy =

1 o Of
_f(w}2 ; éﬂ«;ﬂ;{z)v! r

Definizione 4.3. Sia X varietad quasiproiettiva. Diremo che un punto z € X & sin-

golare se preso un aperto affine U contenente z vale dim7.U > dim, U, altrimenti
si dice liscio.

Per 4.2 la dimensione i ToI7 non dipende dalia scelta di I/ e quindi la 4.3 & una
buona definizione.

Se X & equidimensionale (e.g. se X & irriducibile), dalla semicontinuita delia

dimensione di T,.X e dal lemma 4.1 segue che Vinsieme dei punti liscl & un aperto.
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Si consideri ad esempio una ipersuperficie X C A™, I{X) = (F}. Sappiamo che
X ha dimensione pura n~1 e quindi un punto z € X & singolare se e solo se annulla
tutte le derivate parziali di F'.
Dato che K & perfetto, F & ridotto e non ha fattori in comune con le derivate parziali;
per il teorema degh zeri ogni componente irriducibile di X contiene punti lisci.
Similmente si prova che se F & un polinomio omogeneo senza fattori multipli, un
punto della ipersuperﬁcié proiettiva definita da F & singolare se e solo se tutte le
derivate parziali di F si annulianc in X,

Pilt in generale si ha il:

Teorema 4.4. Sia X wvarietd quasiproietbiva, ellora Uaperto der punti lisci é non

vuoto.

Dim. Non & restrittivo supporre X C A™ chiuso irriducibile. Lavoriamo per induzione

su n essendo il risultato banalmente vero se n =0 ese X = A™. 5i assuma quindi
7> 0 e X chiuso proprio; prendiamo ua polinomic f € I{X) — § di grado minimo.
Fssendo (X} un ideale primo necessariamente f & irriducibite ¢ quindi con almeno

una derivata parziale, diciamo , non nulla.

8
0z,
Si cousideri adesso un generico cambio di coordinate del tipo z, = ¥, z; = yi+aiyn,
a; € K:si ha '

Of o Bf 0 8 & of
By § 3z, 5un  Otn ;‘*5}”

Tutto questo mostra che a meno di un cambio lineare di coordinate possiamo supporre
g I{X)e Z =

a :
f monico rispetto & T, € w-——f— # §. Per ragioni di grado aaf
Ln

Oz,
af

} & un chiuso proprio di X.
dx,

Sia m A" — A" la proiezione sulle prime coordinate, per i ben noti risultati sulle

Xnvy

proiezioni normalizzate st ha che ¥ = w(X) & chiuso irriducibile di dimensione uguale
a dimensione di X e #({Z) & un chiuso proprio di Y.

Per induzione esiste y € Y — #(Z) punto liscio, proviamo che se z € X, #{z) = y
alicra la proiezione dr:T, X — T,Y & iniettiva e guindi dimT, X < dimT,Y =

dim ¥ = dim X che implica ia liscezza di z.

Un vettore (vq,...,u,) appartiene al nucleo di w seesolose vy = .= vp1 =0 e
a
dato che E;f«m(:c} # 0 una tale vettore non pud essere tangente a X . Q0
k3

Proposizione 4.5. Siano X CA™, Y C A™ chiusi, perogni ct € X, y € Y vale
T X xY =T, X xT,Y . In particolare {z,y) € un punto liscio di X xY se e solo

se x ey sono punti lisci di X e Y rispettivamende.

Dim. Sappiamo che [{X x V) & generato da I{X) e I(Y). O
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5. Funzioni razionali

La definizione degli anelli locali Oz x data nel §1 per le varietd affini si estende senza
variazioni sostanziali alle varietd quasiproiettive; in particolare se X & una variefa
quasiproiettiva irriducibile, i campo (X} delle funzioni razionali su X si definisce
come Vinsieme delle coppie (U, f), U C X aperto, f € Ox(U), modulo la relazione
di equivalenza (U, f) ~ {V,g) se f e g coincidono su un aperto W CUNV.

Si noti che, essendo X irriducibile, per ogni aperto nonvuoto U esiste una naturale
inclusione Ox(U) ¢ K(U) = K(X), in particolare per ogni aperto affine I/ C X si
ha che K(X) & naturalmente isomorfo al campo delle frazioni globali del dominio di
integriza K{U].

Diremo che una funzione razionale f € K(X) & definita in un punto 2 € X se
& rappresentata da una coppia (U, f) con z € U. E ovvio che linsieme dei punti
dove una funzione razionale & definita & una aperto detto aperto di definizione ed
& facile vedere che se If & I’aperto di definizione di una funzione razionale f allora f

& rappresentata da una coppia (U, f).

Definizione 5.1. Un morfismo ¢ X — ¥ tra varietd irriducibili si dice dominante
se f{X) &densoin Y.

La restrizione di un morfismo do;ninante ad ogni aperto & ancora dominante; abbiamo
visto negli esercizi che limmagine di un morfismo dominante contiene un aperto.

Sia dunque ¢: X — ¥ un morfismo dominante di varietd irriducibiii e sla [ €
K(Y) rappresentata da una coppia (U, f); Paperto ¢~ HUY & nonvusto e si definisce
#" f € K(X) come la funzione razionale definita dalla coppia {(¢7* (U}, ¢ f). Lasciamo
per esercizio la semnplice verifica che ¢™: K(Y') — K(X) & un omomorfismo di campi
ben definito e che & identitd su K.

Definizione 5.2. Un morfismo dominante si dice birazionale se induce un isomor-

fismo ira i campi delle funzioni razionall,

Teorema 5.3. Un morfisme yn X — Y ira varietd quasiproieitive irriducibill é
birazionale se ¢ soltanto se esisiono aperti U C X, V OV tfali che U =V & un

isomorfismo.

Dim. Siccome i campo delle funzioni razionali & invariante per restrizione ad un
aperto, se ¥ induce un isomorfisme tra apertt allora ¥ & birazionale.

Viceversa supponiamo o birazionale, possiamo supporre senza perdita di generalitd
che X, ¥ siano varieti affini.

Siccome ¥ & dominante ¢*: K[Y] — K{X] & inicttiva e possiamo identificare K{¥]
con la sua immagine in K{X], la condizione di birazionalita & allora equivalente al
fatto che i domini di integrith K[X] ed K[Y] hanno lo stesso campo delle frazioni.



196 MARCO MANETTI

Sia ug, .., un € K[X7] un insieme di generatori come K -algebra, possiamo considerare
U1, .., Uy cOme funzioni razionali su Y, sia V € Y un qualsiasi aperto dove le u; sono
regolari.

Esistono dunque deile ovvie inclusioni
KY]c K[X]CK[VICKY) =K{X)

Poniamo U = ¢~V e dimostriamo che ¥: U — V & un isomorfismo.

Siccome X & affine esiste un morfismo dominante v: V' — X che induce 'inclusione
K[X] ¢ K[V] e siccome anche ¥ & affine la composizione ¢ o v:V — Y induce
Vinclusione K{¥] ¢ K[V] e quindi deve essere ¢ oy = Idy .

Chiaramente v{V} ¢ U e quindi per concludere la dimosirazione & sufficiente dimeo-
strare che il morfismo yo ¢ UV — U & l'identita sul sottoinsieme denso (V) C U

Se z = ~(y) allora yo¢p(z) = v ov{y) =v{y) = =. o

Definizione 5.4, Siane XY variethd, X irriducibile; una applicazione razionale
¢ da X in ¥ & una classe di equivalenza di coppie (U, ¢) con U C X aperto nonvuoto
e ¢ 7 —+ Y morfismoe regolare modulo 1a refazione (U, ¢) ~ (V. ¢) se ¢ = 4 in un
sottoinsieme aperto di UnV.

Una appiicazione razionale si denota graficamente con una freccia tratteggiata
-~ -, Diremo che una applicazione razionale ¢: X — — ¥ & dominante se i suoi
rappresentanti ¢: U7 -+ ¥ sono dominanti. Come sopra una applicazione razionale
dominante ¢ X — — Y tra varietd irriducibili induce un omomorfismo di campi
¢" K(Y) — K{X). Di nuovo una applicazione razionale si dice birazionale se & domi-
nante e induce un isomorfismo tra i campi di funzioni razionali. Segue immediatamente
da 5.3 che una applicazione razionale dominante & birazionale se e solo se possiede un

inversa razionale.

Proposizione 3.5. Lo dimensione di una varietd quasiprotettiva trriducibile & il

massimo indere i tale che esiste una applicazione razionale dominante ¢: X — — A”.

Dimn. Non & restrittivo assumere X affine, abblamo gia dimostrato che se dimX = n
esiste un morfismo chiuso e surgettivo X — A"

Viceversa sia ¢ X — — A" dominante, a menc di restringere X ad un aperto pos-
siamo supporre ¢ regolare; segue dunque dal teorema 3.9 che dim X > n. O

La condizione espressa in 5.5 pud essere espressa in termini puramente algebrici;
ricordiamo che i grado di trascendenza di una estensione di campi K ¢ L &il massimo
intero n tale che esiste un omomorfismo injettive di K-algebre, Kit:,...,t,] — L. Si

ha quindi i

Corollario 5.6. La dimensione di una varietd gquasiproietitva X é uguale ol grado
di trascendenza dell’estensione I C K(X).
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Dim. Se dim X = n esiste un applicazione razionale dominante X — —» A” che induce
un omomorfismo iniettivo K[A™] = K{X).

Viceversa se K[tp,...,tn] C K{(X), preso un aperto affine U ¢ X dove le ¢; sono
definite, linclusione Kitg, ...,t.] C K[U] & indotta da un morfismo dominante U —
AT, o

Un utile criterio di birazionalitd & il seguente:

Teorema 5.7. Un morfisme proiettivo dominante ¢: X — Y & birazionale se e solo
se esiste x € X tale che ¢ (d(2)) =z e do: T X ~ Ty(ry Y € indeitivo.
Premettiamo alla dimostrazione aleuni risultati preliminari.

Sia Sy C Kltg, t1] il sottospazio vettoriale dei polinomi omogenel di grado d e per
n>m>h>1 inter fissati sia Tp C P{S:) x P(8) Vinsieme delle coppie {1f]:igh
tali che i polinomi f,g hanno un fattore comune di grado 2 h. In aliri termini
¥, & Pimmagine del morfismo ¢:P{Sh) x P(Sa_n) X P(Sm-n) = P{S:) x P(5n),
B([k), (F1, [gD) = ([1f), [hg]). Dato che ¢ & regolare, proiettivo e imiettivo su Ly —Tap

abbiamo dimostrateo il

Lemma 5.8. Nelle notazioni precedenti Ly & un chiuso di dimensione n+m - h.

Lemma 5.9, Sia Y wvarieté affine, X C Y x P chiuso e sia ¢ € X {ale che:
a) La proiezione sul primo fattore m X — ¥ & surgettiva.
b) Detto m(z) =y siha m i {y) =z e mTX = T,Y iniettva.

Allora = & birazionale ¢ m: T, X = 1,Y & un isomerfismo.

Dim, Consideriamo una immersione ¥ C A” tale che il punto y corrisponde alle D €
A", e sia t una coordinata affine su P! tale che il punto z corrisponde a {0,0) € A™ x
Al A meno di restringere ¥ ad un aperto affine possiamo supporre X interamente
contenuto nella parte affine ¢ oo di A™ x P, Siccome it vettore {0,..,0,1) non 2
tangente a X in (0 ne segue che esistono G, Flz1, ey En,y 1) € T(X) polinomi monici
in t tali che ¢ & una radice semplice di f{0,t) e f{0,%},¢(0,t) non hanno radici in
comune per ¢ # 0.

Proviamo che ThX -+ TpV & surgettivo, sia v = (v1,..,v.) € Tol e sia ¢ -
filmr, ., zn) la parte lineare di f; proviamo che il vettore w = {015 0oy Uny 1 {0}
appartiene a 75X . Per costruzione < w,df(6) >= 0, si assuma per assurdo che esista,
h e I{X) tale che < w,dh(0) ># 0, a meno di sostituire ad h una opportuna combi-
nazione lineare h +af + bt*g con s > 2 e a,b € K possiamo assumere senza perdita
di generalith che h sia monico in t, h(0,%} e f(0,¢) senza zeri comuni per t 5 0 e
che ¢ non compaia nella parte lineare di h.

Proviamo che, a meno di una costante moltiplicativa invertibile, la parte lineare del
risultante R(f,h) € I(Y) & uguale alla parte lineare di h. Conviene in proposito

lavorare nellanelto delle serie formali K{[z1,...,z,]], per il lemma di Hensel possiamo
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scrivere f = (£ — ¢(2),...,2n)}f e quindi per le proprieta di bilinearitd del risultante
R(f.h) = h(z1,.., T, ®)R(f, B} con R(f,h){0) # 0.

Proviamo adesse che #: X — Y ¢ birazionale, si consideri innanzitutto i sottoinsier:i
Yu, B € Z, definiti come Vinsieme dei punti y tal chei polinomi f(y,t}, g(y,¢) hanno
almeno h radici in comune contate con molteplicitd, peripotesi V1 =Y e 80 € Y2, GH
insiemni Y} sono chiusi in quanto sono la controimmagine degli insiemi %, considerati
nel lemma precedente per un morfismo regolare. A meno di restringere ¥ possiamo
sapporre Ys = @,

Sia h € K(Y}[t] il massimo comune divisore (monico) di f,¢, & meno di restringere
Y possiamo supporre b € K[V]it] e che £ divida f e g in K[Y)[t]. Necessariamente
A ha grado 1, ¢ X = V{h} &1l grafico di un morfismo regolare ¥ ~» Al. 0

Dimostrazione di 5.7 Sia f1 X —= Y come in 3.7, a meno di restringere ¥ non &
restrittivo assumere Y affine e X C Y x P" e ¢ = (y,p). Usiamo induzione su n
avendo dimostrato il risultato per n = 1. Se n > 1 prendiamo ua punto g € P7,
p # q e si consideri la proiezione di centro g, m: Y x (P~ g} = ¥ x P*7! a meno di
restringere ¥ w & definitasu X. Peril caso n =1 segue che X — n{X) & birazionale
& Toszym(X) —= Ty Y & ancora iniettiva (dettagli lasciati per esercizio al lettore). I

Corollario 5.9. Sia X C F™ varietd proiettive irriducibile di codimensione > 2,
allova lo generica proiezione X — P ¢ birazionale sulltmmagine. In particolare
per ogni varietd guasiproiettiva irriducibile X esiste un morfismo birazionele X — H
con H ipersuperfice proiettive.

Dim. Esercizio.

§. Esercizi complementari

EsErCIZIO 19:  Sia A una varietd differenziabile compatta, C la famiglia dei chiusi
di M e 7 la famiglia degli ideali di C™(M,C). In analogia con il case affne definire
ViZ - C, I.C — I. Provare che vale la forma debole del teorema degli zeri, ciog se
J £ {1) allora V() £ 0.

Se J € T si definisce J' come l'ideale generato da tutte le funzioni Ao f, fe J, h &
C=(C, Cy, h{0) = 0. Provare che /J°' < I(V(J)) ma che in generale non vale Pinclusione
opposta.

Esgrcizio 20: Sia § <€ A una parte meltiplicativa e ' A — S™'4A Fomomeorfismo
naturale, Se T = 1 + ker!, allora T & una parte moltiplicativa ed esiste un meorfismo
T-'A - 514,

EsErcizio 21: Sia B C A insleme fisito e § C A la pit: piccola parte moitiplicativa

contenente E. Mostrare che S7'A & finitamente generata come A-algebra.
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ESERCIZIO 22: Sia £ — B un morfismo di anelli e I, » € Z, una successione di
icdeali ¢i B tali che I,Jy < I,y per ogni a,b € Zoe In = B perogni n < 0. Provare
che A = ®.ezl-nt" ¢ una Rlt]-algebra e descrivere A/{t) e A¢. Se X C A™ chiuse,
F1,..,Tn coordinate affinisu A", R=K, B=K[X] e I, = (7] perogni e > 0 si dia
una interpretazione geometrica di A, A/({} e A..

ESERCIZIO 23: Sia 4 un dominio di integrita con campo delle frazioni globali K, per
ogni ideale massimale m C A4 interpretiamo il localizaato An come un sottoanelle di K.
Provare che Md,. = A dove Pintersezione & presa su tutti gli ideali massimali.
ESERCIZIO 24: Se Z ¢ A™ & una ipersuperfice irriducibile e f{Z) = (J) lanello Oz x
& un anello di valutazione discreta con parametro locale f.

ESERCIZIO 25: Sia X varietd, per ogni chiuse irriducibile Z C X vale Oz x/mzx =
K(Z).

ESERCIZIO 26: {x#) Sia X una varieth quasiproiettiva ed A = Ox(X). Diremo che
X soddisfa il teorema deghi zeri se per ogni ideale J ¢ A st ha che I(V(J}} = VI, dove
lasciamo per esercizio al lettore di definire in analogia al caso dei chiusi affini gli operatori
TeV.

Provare che una varieth quasiaffine X & affine se e sole se soddisfa il teorema degli zeri e
la K -algebra Ox(X) & finitamente generata. (Sugg. Vedi esercizio 11.2.17 in [Hal}.

EsSERCIZIO 27: Sia F € K|ze, ..., 2] omogeneo di grado d > 0 ¢ U = P" — V(F).
Provare che ogni funzione di Op.(I) & della forma GF™* conaz0e G € Kize, ..., Tn]
omogeneo di grado ad.

ESERCIZIC 28: Sia ¥ © M(n,s,K) = A°®, s € n, Paperto delle matrici di rango
massimo s e per ogni 4 € ¥ sia f{A) € G(s, K") = X il sottospazic generato dal vettort
colonna di 4. Provare:

i) L’applicazione f:¥ — X & regolare ed aperta.
i} f(A) = f(B) se e solo se esiste C € GL{s,K) tale che 4 = BC.,
it} Sia U C X aperto, f*:Ox(U) — Oy{f"'{U}) & iniettiva ed ha come immagine

esattamente

Oy (f7HUNTEE = (g € Ov(FHUN) [9(AC) = g(A) VA € [7HU), ¥C € GL(s,K)}

Esercizio 29: Sia ¢ A°V — Hom{V, AT V) definita da ¢(w){v) = w Av per ogni
v & V. Provare che ¢ & lineare e che ¢{w} ha range < dimV — s se e solo se w &
totalmente decomponibite. (Sugg. se v # 0 provare che ¢{w)(v) = 0 se e solo se esiste
he /\‘”E V tale che w = h A v; dedurre che w # © & totalmente decomponibile se e solo

se ker ¢(w} ha dimensione s).
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Esercizio 30: Sia H C V sottospazio di dimensione !, provare che il morfismo naturale
Gis - LV/H)Y — G(s, V) & regolare,

Esercizio 31: Sia H ¢ V sottospazio e { 2 0 un intere. Provare che
W(H) = {W e G, V)| dim{WnH)>1}

& intersezione di G{s, V) con un sottospazio projestivo di P(A" V). (Sugg. Sia ey, ..., em
base i H e si consideri 'insieme dei vettori v € A’V tali che v A h = 0 per ogni
he ATV HD.

EspRrCizIo 32:  (Varieth di Schubert, [K-L]).

Sia A C Ay C A, ¢V, A # Ay una catena di softospazi vettorialt di V' tali che
i <dimd; <n-sg4i. Poniamo Q{A:, .., A} = {W & G5, V) {dim{(Wn A;) > i}, sinoti
che {41, ..., A,) dipende, a meno di automorfismi regolari di G{s, V") dalle dimensioni d;
det sottospazi A..

Provare che §2{41,..., A,) & un chiuso irriducibile della Grassmaniana e se ne ealceli la
dimensione in funzione di dy, ..., ds.-

Fspporzio 33: Fissati m sottospazi Li, ..., L < P, di dimensicne di, .., dm <02,

provare che l'insieme detle rette di P” che intersecano Ly, ..., L & non vuots se

i(?’t;d:) SQ{nmI)

=1

ESERCIZIO 34: In alcuni testi scolasticl si trova la seguente definizione: dati due punti
distinti (z,v,2), {z,4'.2") di una retta L C A®, si dicono coordinate Pliickeriane di L i
sel numeri:

' +
oy = o~z . aa =Y o~y az =4 -z

i ! r ! i
p=yz-2y,  p=le-2z p=y-ye

Conciliare questa definizione con quella descritia nelle note.

ESERCIZIC 35 (caratteristica # 2) Provare che 1 vettori totalmente decomponibifi
di f\2 V' coincideno con i vettont isotropi della applicazione bilineare simmetrica /\2 V' ox
/\2 V - /\4 V, {vn,w) — v Aw. Dedurre che G{2,V) & intersezione di quadriche in
PN V).

ESERCIZIO 36 () Ricordiamo che esiste un isomorfismo naturale A® VY = {A° V)Y

tramite accoppiamento di dualitd che estende per bilinearita la relazione

QUL A AUy 1 A A Z {(=1)" 1 Weqy) o B (Voiay)

FER .

INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA ALGEBRICA 201

Presa una base €, ..., 6, di VY, provare che v € A° V' & totalmente decomponibile se per

ogni scelta di 11, .8sm1, 1y Jogr € {1, ..., 2} vale

a1
Z{—}}’\ o A Ny M€y 0 > €5 A Ay N A,V >
Awl

Tali relazioni sono dette relazioni quadrasiche di Pilicker. (Sugg. vedi [Hr], [G-H] per una
descrizione astratta, {K-L} e {Cat] per una dimestrazione dettagliata.)

ESERCIZIO 37:  Sia S immagine della mappa di Segre s:P* x P™ - § ¢ PV e
I ¢ 8 una retta. Provare che ¢7 (L) & contenuta in una fibra di una delle due projezioni
P w P ey P™, P 5 P™ -+ P™. Dedurre che Pinsieme delle rette in 5 & un sottoinsieme

sconnesso di G(2, N +1}.

ESERCIZIO 38 Un morfismo regolare f: X ~» ¥ =i dice univérsalmente chiuso, se
per ogni morfismo regolare g2 Z — Y il morfismo di protezione X Xy Z — £ & chiuso. Up

morfismo universalmente chiuso & chiuso, il viceversa & falso in generale.

ESERCIZIO 39: (x) Sia X C P localmente chiuso.
Un morfismo f: X — Y & proiettivo se e solo se Gy & chiuso in ¥ x P". (Sugg. provare

che se f & projettivo aliora anche (i, f): X — ™ x V7 & proiettivo),

FSERCIZIO 40: (*) Sia f:)i" — ¥ un morfismo di varietd quasiproiettive. Provare che
f & proiettivo se e solo se & universalmente chiuso. {Sugg. Sia X la chiusura proiettiva
di X e & ¢ X Y lachiusura del grafo. Provare che {({z, f(z}),z) € G xy X|z & X}

& un chiuso.}

FSERCIZIO 41: Mostrare che in generale i punti 3) e 4) di 3.9 non valgono se il morfismo

non & proiettivo.

ESERCIZIC 42: Sia Sz ¢ Klize, z:] o spazio vettoriale delle forma binarie di grade d,
e per ogni h > G, sia Dn © Sy linsieme delle forme aventl un fattore maltiplo di grado
k. Provare che Ty & un chiuse irriducibile di Zariski di Sy = A" e se ne caleoli la

dimensione.

ESERCIZIO 43:  Utilizzare 3.0 per dimostrare che, dato un morfismo f1 X — Y tra
varieth quasiproiettive irriducibili tale che W = Y allora f{X) contiene un aperto.
(Sugg. Sia g0 X — Y una chiusura proiettiva di f esia & = X — X. Si consideri
Vinsierne dei punti ¥ € ¥ tali ¢che dimZ, <dimX —dimY'.)

EsErCcizio 44: (Superfici di Segre-Hirzebruch),

In tutto Vesercizio & > 0 & in intero fissato.

a) Sia v:PL — PE¥! 1a mappa di Veronese, yi = zg7 ‘@i, i =0,k + 1, esia Ces1 C
P*+1 Pimmagine di v. Provare direttamente che Cr 41 @ chiuse e trovare un insierne finito
di equazioni che lo definiscono. {Sugg. Descrivere Chqq come il luoge dove si abbassa il

rango di ua opportuna matrice a coefficienti forme lineari nelle coordinate y; ).
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b) Siana o, L1, Yo, Yk+1 coordinate omogenee su PA*2 e PP = {yo = . = yr41 =0},
PF+Y 2 (g = 21 = 0}. Definfamo S < P**® come I'unione, al variare di p € P*, delle
rette congiungenti p e v(p) € Cipr C P*7. Provare che Sy & chiuso e determinare un
insieme finite di equazioni che lo definiscono.

¢} Definiamo astrattamente un spazio topalogico quoziente Fi = (A% — 0) x (A® = 0)/ ~

dove la relazione di equivalenza & definita
(I, 1, to ta) ~ (Mo, My, uto, pA't1),  ApeK-o

Determinare un morfismo regotare {A? — 0) x (A? — 0} — P**? che induce per passaggio
al quoziente un omreomorfismo s: By — Sy tale che, nella struttura di varietd proiettiva
indotta su Fe, glt aperti Uy; = {lit; # 0} siano isomorft a A®.

d) (##) Se a # & allora S, non & isomorfo & Sy. (Sugg. Studiare i gruppi degli automor-

fismi regolari delie varietd Si ).

ESERCIZIO 45: {++?) Sia f1. X — Y un morfismo regolare aperto di varietd affini,

provare che il morfismo f x id: X x Al = ¥V x Al & ancora aperto.

FYRRCIZIO 46: Dato un anello Jocale Noetheriano A con ideale massimale m si definisce

'anelio graduato associato
n

™
G(A) = angnW

Provare che se G(A) & un dominio di integritd allora anche A & un dominio di integritd.
Il viceversa & invece falso in generale. (Sugg. Usare il lemma di Nakayama per provare che
Maspm™ = 0. Peril vicaversa suggeriame A = Kz, y]/(y® ~2°~ %)} come controesempio.
EsBre1z1o 47:  (x) Sia X varieti affine e z € X un punto liscio. Provare che se
dim: ¥ = dimT. X = n ailora l'anelle graduato (vedi esercizio precedente) G{O0. x) &
isomorfo al'anelle dei polinomi Kzy, .., za].
In particolare O, x & un dominio di integritd. (Sugg. Un punto & liscio se e solo se il cono
tangente & uguale allo spazio tangente}.

ESErRCIZIO 48; Se z ¢ X ¢ un punte liscio il completamento m-adico di Q. x &
un’algebra di serie i potenze formali.

ESERCIZIO 49: (Definizione intrinseca dello spazio tangente di Zariski).
a) Sia A una K-algebra locale con ideale massimale m e campo residuo K.
Sia Derg{A,K) ii K-spazio vettoriale delle K -derivazioni. Provare che esiste un isomor-
fismo naturale di spazi vettoriali Derg{4, K} - Homg{m/m* K).

b) Sia X C A" chivso affine, z € X e z:K[X] - K Pomomorfismo corrispondente,
2(f) = f(z) € K. Provare che il morfismo di localizzazione K[X] — O, x induce un
isomorfismo Derg{©@., x, K} — Derg (KIX],K}.

¢} Provare che esiste un isomerfismo naturale To X — Derg (K[X], K}
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d} Per ogni variethd quasiproiettiva (X, Ox}, ¢ € X & possibile definire T, X in modo
intrinsece come lo spazio vettoriale duale di me/m2 dove m. & I'ideale massimale di
Or X

EsSgrcizio 50: Sia X ¢ P" varietd prolettiva irriducibile di dimensione m, H C P*
sottespazio proisttivo di dimensione n—m ¢ p € X N H . Provare che se p & Punico punto
di intersezione di X e H ese T,XNTpH =0 allora X & un sottospazio profettivo. {sugg.
Sia ¥ < P! la chiusura dell'immagine della proiezione di centre p, i X — {p} — Ppr-t,
Provare che Y M #w{H) = 0 ¢ quindi che dim¥ < dim X'.)

ESERCIZIO 51: Sia n > m, provare che non esistono chiusi di P™ x P™ omeomorf a
P=.

Eszrcizio 532: Sia K campo algebricamente chiuso e K ¢ L una estensione finitamente
generata di carnpi, Esistono allora zi,..,mn € L tali che Kixy, . 2a) = L, 21, Za s
sono algebricamente indipendenti su K e z. & algebrico separabile su Kz, ., z.-1).

{Sugg. Un tale campo L & il campo delle funzioni razionall di una varietd).

Nota: 11 risultato dell’esercizio precedente & vero pilt in generale per ogni campo
perfetto K {cf. [Hal p. 27}.

EsSErCIzIO 53: {caratteristica # 2,3}, 8Sia C C P? una cubica plana Hscia, definiamo
un’applicazione 7: ¢ -+ K ponendo j(p) Vinvariante § della guaterna di Salmon di (€, p).
Provare che j & una funzione regolare e si usi questo fatto per una dimostrazione alternativa

del teorema di Salmon V.3.6.

ESsRCIzIO 54: (caratteristica # 2} Sia X = P® il sistema lineare completo deile
coniche di P% e ¥ = P% i sistema lineare completo delle coniche di (P*Y . Siano inoltre
Uc X eV VY ghaperti delle coniche liscie. Provare che [/ e V sono varieth affini e

che Papplicazione ¢: U — V', ¢{C} = CV, & un isomorfismo regolare di varieta.

ESERCIZIO 35: L’insieme dei punti lisci su una varietd quasiproiettiva ¢ un aperto

{(Sugg. vsare il risultato dell’esercizio 47).

EsErCizio 56: (=) K = C. Provare che ogni varietd quasiprolettiva irriducibile
complessa dotata della topologia classica & uno spazio topologice connesso per archi, cf.
[Mu, 4.16]. (Sugg. basta dimostrare che esiste un sottcinsiemne aperte di Zariski che &

connesse per archi)



X. Varieta algebriche: argomenti scelti

1. Le varietd di incidenza

Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n su K, si definisce il fibrato tauto-

logico lineare sulla Grassmaniana G(s, V) come
S={(W,v) e G{s, V) xVive W}

Denotiamo inoltre con p: 8 — G(s, V), ¢: 5 = V le proiezioni sui fattori.

Diremo che un morfismo ¢: X —.Y di varietd algebriche ¢ localmente un prodotto con
fibra Z se esiste un ricoprimento aperto Y = UU; ed isomorfismi 4;: o HU) = % Z
tali che p & localmente la composizione di h; e della proiezione sul primo fattore. I
morfsmi localmente prodotto sono aperti e stabili per cambio di base.

Lemma 1.1. S & un chiuso di G{s,VIxV e S — G(s, V) £ localmente un prodetio
a fibra K°.
Dim. se pensiamo la Grassmaniana immersa in P{A’ V) tramite la mappa di Plicker
si ha che .

S={({w},v) e FAV) x Vivrw=0,[wl € G{s,V}}
da cul segue che S @ chiuso.
Si consideri adesso una decomposizione V =W & H, We Gs,V) esia U C G5, V)
Vaperte dej sottospazi che hanno intersezione nulla corn H e r: 8 - W la composizione
di g e delia proiezione 7V — W.
Proviamo che il morfismo regolare p"l{U}%U x W, & un isomorfismo. Per questo
basta ricordare che U & isomorfo al sottospazio di Hom(W, V) delle mappe « tali che
ro = Id. Linversa di (p,7) & quindi data da (e, v) = (o, a{v)). 0
Definiamo con G{s, P(V)} la Grassmaniana del sottospazi proiettivi di P(V) di di-
mensione s, esiste una ovvia identificazione G(s,P{V)} = G(s + 1,V). In modo
completamente analogo si definisce il fibrato tautologice proiettivo

Z = {(W,v) € G(s,P(V)) x P(V)]|v e W}, p: Z - G{s, P(V))
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e st dimostra il

Lemma 1.2. Z ¢ una varietd proijettiva liscia irriducibile di dimensione s+ (s +
HdimV s ~1) e p & localmente prodotto a fibra P*.

Stamo adesso in grado di dimostrare che i sottospazi lineari contenuti in una
varietd proiettiva sono un sottoinsieme chiuso della Grassmaniana, pit in generale
vale

Proposizione 1.3. Sia T uno varietd quasiprofettiva e X < P™ x T un chiuso,
denotiamo con Xy la fibra di X sopra i punto t € T'. Il sottoinsieme

H={(Wt) € G{s, Py x T|W C X;}

¢ chiuso in G{s,P™y x T.

Dim. La proiezione p: Z x T — G{(5, P} x T & localmente prodotto e quindi aperta,

chiaramente H & il complementare di p{Z x T — G(5,F") x X}. a
Siano zg,..., T, coordinate omogenee su P* e Sy C Kzg, ..., z,] il sottospazio

vettoriale dei polinomi omogenel di grado d; il projettivizzato P(S;) pud essere pen-

sato come lo spazio delle ipersuperfici proiettive di grado d in P”. Esiste una famiglia

universale di ipersuperfici

KXo ={(FL [z, zn)) € P(Sg x P Fxg, ..., xn) = 0}

X4 & chiaramente un chinso, lasciamo come esercizio di dimostrare che X; & una
ipersuperficie liscia irriducibile di bigrado (1,d}.

Possiamo applicare la proposizione 1.3 alla famiglia X, — P({5,) e otteniamo che
Ii(s, P = {{(W,[F]) € G(s,P") x P(Sg) |[W C V(F)}
& una varietd proiettiva detta varieta di incidenza

Lemma 1.4. I4(s5,P?) & uno varietd irriducibile di codimensione (S ; d) del pro-
datto Gz, P™ = P(5g).

Dim. Si consideri la proiezione p: I4{s,P™) — G(s,P™), ta fibra p~ (W) & composta
dal sistema lineare di ipersuperfici che contengone W e quindi ha codimensione uguale
alla dimensione dello spazio delle forme omogenee di grado d su W che & uguale a

-+
(S af d) . La irriducibilita di Tz{s,P") segue allora dal teorema IX.3.9. (%

ESERCIZIO 1: Provare che p: [4{s, ™) — G(s5,P™) & localmente un prodotto.
Consideriamo i caso s = 1, n = 3, e considerlamo la prolezione sul secondo
fattore q: Iy = I;(1,P%) — P(Sy). Dato [F] € P{S4), ¢ {[F)]) & V'insieme delle rette
contenute in V(F). Vale il
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Lemma 1.5. Nelle notazioni precedenti se d > 3, q(ly) € P(S4) é un chiuso di

codimensione d — 3.

Dim. Siccome G(1,P?) ha dimensione 4 e I; ha codimensione d 4+ 1 la codimensione
di gily) 2 >d+1—4=d~3 e vale = se e solo se esiste una fibra di ¢: {; = F({5y)

d-2 Ji

di dimensione 0. Preso F = zozy25~° ~ 2§ si vede facilmente (esercizio) che V(I")

contiene esattamente tre rette Lg, Ly, Ly, Ly = {z; = ©3 = 0}. o

Abbiamo quindi dimostrato il

Teorema 1.6. Ogni superfice di grado 3 in P3 contiene almeno una retta. La
generice superfice di grado d > 3 non contiene refte.

2. Il teorema delle 27 rette

In questa sezione dimostriamo il seguente

Teorema 2.1. Sia § ¢ P3 superficie liscia di grado 3 su un campo algebricamente
chiuse K di caratieristica # 2. Allora S contiene esatiemente 27 refte ognuna delle
quali ne interseca altre 10,

La dimostrazione di 2.1 ¢ divisa in vari passi, il punto di partenza & il teorema
1.6 secondo il quale S contiene almeno una retta.
Introduciamo alcune notazioni, sia xp, .., #3 un sistema di coordinate omogenee su P*
e F(xg,-..,Ta} l'equazione di S, per ipotesi F' & omogeneo di gradoe 3 e le derivate
parziali =, ¢ = 0,...,3 non hanne zeri comuni st 5. Se H ¢ P® & un piano si
dencterd c:gzn H-8 la cubica piana la cui equazione & la restrizione di £ ad H. Per

ogni p € § denotiamo con TS € P? il piano tangente a § nel punto p, l'equazione
. \ or
di TPS 2 ZIQB'-‘I—(p) =40.

i

Lemma 2.2. Sia H C P? un piano, p € HN S, vale H = T,5 se ¢ solo se p & un
punto singolare di H-S. ‘

Dim. In opportune coordinate omogenee tali ¢he p = [1,0,0,0] e H = {z3 = 0},
Vequazione di H-5 ¢ data da F(zg,T1,22,0) ed il punto p & singolare per H-5 se e

F
=0,i=01,2. u!
c%i(p) 1

solo se

Lemma 2.3. Lo cubica -8 & ridotia per ogni piane H.

Dimn. Si assuma per assurdo che H-§ = 2L+ M con L, M rette in H, per 1l lemma
2.2 vale H = T,S perogni p € L < 5. Sla H' un qualsiasi piano contenente la retta
L, si ba allora H'-S = L + C per una opportuna conica C;se g € LNC per 2.2 s
ha H'=T,S. Quindi H' = H che & alquanto assurdo. o
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Lemma 2.4. Sia (s, zg,71,22) un polinomio a coefficienti in un campo algebrica-

mente chiuse di caratteristica % 2, omogeneo di grado 2 nelle variabili z; e sia 6(s)
2

r9 )
Bzia:cj '
Fissato un punto p = {s¢,{vo,v1,v2]) € Al x P%, se la conica piana di equazione

il determinante della matrice Hessiana (

Q{sn, 2o, T1, T2} & ridotia von un punto singolare in [vg, 11, va] vale

dé

d
Cl) =06 52p) =0

Dim. {cf. [Sh] I1.6.4} A meno di un cambio di coordinate si pud supporre p =
(0,{0.0,1D), e @(0,xq,%1,%2) = Toz1. Dunque §(0) = 0 ed un semplice conto mostra

s #Q 8Q, . 1 8Q

che —{(0) = _83831:% mentre per la formula di Eulero —=(p) = 3 552 Pl

s Bs =

Si consideti una retta fissata L ¢ 5 e sia 7 il numero di rette M # L contenute
in § che intersecano L. Grazie a 2.3 sappiamo che j & uguale al doppio del numero
di piani H contenenti L e tali che, se H-5 = L+ C, la conica ' & singclare.

Lemma 2.5. Nelle notazioni precedent: j = 10,

Dim. Fissiamo un sistema di coordinate omogenee tali che L = {xg = zy = 0}. In

tali coordinate 'equazione di § &
F = 26A(Z0, 23) + 01 B{zy, 2a) +wdm(zg, 23) + 2in(ze, 23) + woz1p(22, ¥3) + G20, 71)

conr m,n,p forme lineari, 4, B forme quadratiche e ¢ omogeneo di grado 3.
.. . . . . @8F
Dato che § & liscia in ogni punte di L le due forme binarie -5——(0,0,$9,a:3} =
. o
Alwy.za), émm((}, 0,22,23) = B{ze,z3) non hanno zeri comuni.
T

Per ogni o = {ag,a;} € K* —~ 0 sia H, il piano di equazione a1z¢ = apz) e sia
$o: P2~ H, la protettivitd oo {{y1, v, 3]) = laov1, @141, ¥2,¥3]. Si ha quindi H, S =
L+ O, dove C, & la conica di equazione

Q= agd + a: B + yi{aim + ain + agaip) + viGlag, 1)

Il discriminante Afag,aq} di €, & il determinante della matrice

2G(ag, a1) aidma + afng -+ agaipy  aimay + afng +agaips
ajma + ain: + apaips apAga + 0y Bag agAzs + a1 Bag
aims + aing + aga;pa apAag + 0183 apAss + a1 B33

Si vede subito che M{ag, ay) & omogeneo di grado 5. Rimane da dimostrare che A non
ha fattori multipli. Poniamo 8(s} = A{l, s} e proviamo che ¢ non ha radici multiple,

seguira per sitnmetria che anche A(s, 1) noa ha radici multiple.
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Si osservi innanzitutto che Vipersuperfice Z € A xP? di equazione Q{L, s,y1,¥2,13) =
0 & liscia. Infatti, se esistesse un punto {1,s,v1,ve,v3) € £ che annulla tutte le deri-
vate parziall di @, siccome A e B non hanno zeri comuni deve necessariamente essere
vy # 0, possiamo guindi restringerci all’aperto affine y; = 1 dove @ ha equazione
Q1,5 2, 73) = F(L,8,y2,53) & tutto segue dalla liscerza di 5.

Basta applicare adesso il lemma 2.4. O

Dimostrazione di 2.1. Abbiamo visto che esiste un piano H tale che S = L1+ Lo+ 1Ly
con le L; rette contenute in S e che H =T, § dove p;; = L, L;. Ogni altra retta
M contenuta in S interseca H e quindi almeno una delle rette L;, d’altra parte se
p € L;M allora M C 7,5 e quindi M interseca al piti una delle rette L;. Tenendo
presente che ogni retta L; interseca altre 8 rette contenute in § ma non in H ne
segue che il numero totale delle rette in § & ugunale a 3 + 3-8 = 3 -+ 24 = 27. O

3. 1l teorema di Bertini-Sard

Definizione 3.1. Sia ¢ X — Y un morfismo regolare tra varietd algebriche irriduci-
bili, diremo che un punto z € X 2 eritico se dn 1. X = Ty Y non & surgettiva.

Lemma 3.2. Sia ¢: X — Y un morfismo regolare di varietd guasiproiettive; per ogni
z € X sta V, C T, X il nucleo del differenziale di ¢. Allora la funzione x - dim V;
¢ semicontinua superiormente su X .

Se inoltre X ¢ liscia Uinsieme dei punti eritici ¢ chiuso.

Dim. Possiamo assumere X,Y affini, a meno di comporre ¢ con una immersione
chiusa di ¥ in uno spazio affine possiamo supporre ¥ = A™ ed a meno di sostituire
X con i grafico di ¢ si pud assumere che X sia un chiuso di A™™ ¢ che ¢ sia la
proiezione stlle ultime coordinate.

Se fi,.p fr € KTy, ooy Ty Y1s s Yom) © Un insieme di generatori dell'ideale I{X), un

vettore ¥ = {¥1, ..., Un, Wiy -y W) appartiene a V; se e solo se w; =0 perogni 4 e

n
af; .
E i fi = {, i=1,.,7
i=1 Oz;

ta semicontinuitd & adesso chiara.

Se X @ liscia un punto z & critico se e solo se dim V; + dim Ty > dim X o

Teorema 3.3.(Bertini-Sard) Sie ¢ X — Y un morfismo regolare tra varietd quasi-

proettive irriducibili definite su un cormpo K algebricamente chiuso di caratteristics
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0. Sia Z C X Uinsieme dei punti critici, allora ¢(Z) & contenuto in un chiuse proprio
di V.

Osservazioni:

1) Sui complessi i chiusi propri (nella topologia di Zariski} di varietd irriducibili non
hanno parte interna {nella topologia euclidea) ed hanno misura nulla (1 .

2) In caratteristica positiva il risultato & falso: si consideri ad esempio un campo di
caratteristica p > 0 ed il morfismo ¢: A -3 A', ¢{z) = z?. Si tratta di un morfismo
bigettive ma tutti i punti del dominio sono critici.

3) In alcune applicazioni pratiche si riesce a dimostrare direttamente che dim Z <
dim ¥, in questo caso 1l teorema 3.2 & banalmente vero senza ipotesi sulla caratteristica
del campo.

4} Se X & nonsingolare, ¢ & surgettiva e y € 9(Z) allora la fibra V = ¢~ 1{y) & liscia:
infattl per ogni =z € V' vale

dim T,V <dimT,X —dimT,Y <dmX —dimY < dim, V

Da cui segue che y & un punto fiscio di ¥ e = un punto liscio di V.

Lemma 3.4. In caoraetferistica 0, se ¢: X — Y & un morfismo dominante di va-
rietd quasiproiettive frriducibili allora i punti critici di ¢ sono contenuti in un chiuso
proprie di X.

Dim. Riconduciamoci con opportune semplificazioni ad un caso particolare in cul
dimostrare 3.4. A tal fine osserviamo che:

aY Stano U C X, V ¢V aperti tali che ¢{U) C V), se il lemma & vero per la
restrizione ¢y allora & vero anche per ¢, in particolare si pud assumere X, Y varietd
affini nonsingolarl.

L) sia ¢ Ia composizione di due morfismi dominanti o0 X — 7, :Z2 = YV (Z &
necessariamente irriducibile). Se il lemma & vero per ov ¢ 3 allora & vere anche per ¢.
4 meno di cambiare X con il grafico di ¢ st pud assumere X C A®, ¥V C A™ chiusi,
m < n e ¢ laprolezione sulle prime n-coordinate,

Se n = m non ¢'e nulla da dimostrare, se m = n — 1 sono possibili due casi;

iV X =Y % Al in tal caso non esistoro punti critici.

i) Se X & un chiuso proprio di ¥ x A! s ha dimX = dimY Y} = I{X)n
K21,y Tm] e Vinsieme dei polinomi f = 3 fi(z1, .., am)z} € 1(X) taliche f; ¢ I(Y)
per ogni 1 & non vuoto; sia g un tale polinomio di grado in z,, minimo ed uguale a
d4 > 0.

(8 Rimandiamo a [G-H] pp. 27-33 per i fondamentali di teoria deila misura sulle
varieth algebriche complesse
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Chiaramente é%% non appartiene a I{X) e quindl & = X N V(-é%} £ un chiuso
proprio di X. Ragionando come in IX.4.4, se z € X ~ Z la profezione I, X — Ty,)Y
& iniettiva e siccome X e Y sono varietd lisce della stessa dimensione il differenziale
& anche surgettivo.

Infine se m > m + 1 allora ¢ & la composizione di « e § dove a: A" — Al
A AT 5 A™ gono le proiezioni sulle prime coordinate. Posto Z C Ar=* ia chiusura
di a(X), chiaramente 7 € B~HY) ed i morfismi v X — Z e $:Z ~ ¥ sono

dominanti. Per Uipotesi induttiva il lemma & vero per o e & e quindi anche per ¢.0

Dimostrazione di 3.2 Se ¢ non & dominante non c’é nulla da dimostrare. Se ¢ @
dominante siano Zi,..., %, le componenti irriducibili di Z e ponfamo W; C X la
chiusura & Z, per 3.5 W, & un chiuso propric e Z; & denso in Wy, dato che per ogni
z € W, vale T, W; ¢ TX, i punti critici di ¢: W; — Y non sono contenuti in nessun
chiuso proprio e per 3.5 ¢(W,) & contenuto in un chiuso proprio di Y. 0

"ESERCIZIO 2:  In caratteristica § ogni morfismo iniettivo tra varietd irriducibili defla

stessa dimensione & birazionale.

Corollario 3.6. Sia V un sistema lineare di curve piane di grado d e BS{V) C P?
i punti base di V. Se il campo ha caratteristica U esiste un aperto nonvuoto U C V 1

cui punti corrispondono a curve liscie su P2 - BS(V).

Dim. Sia d > 0 la dimensione di ¥V e siano Fy,..., Fy le equazioni di una base di
1. Le combinagzioni lineari di Fh, ..., Fy sono tutie e sole le equazioni delle curve del
sistema lineare e BS(V) = V(F,, .., Fa).

Sia X C E”fj x P2 Dipersuperfice definita da yoFo(zo, T1,Te) + . yaFa(zo, o, 22y = 0
e ¢: X —» P¥ 1a proiezione sul primo fatiore.

Se [C) € P9 = V @il punto corrispondente ad una curva C si ha ¢~ H[C) = {[C]}=xC.
T punti singolari di X sono contenuti in P x BS(V) e quindi la curva C & liscia al
di fuori dei punti base se e solo se [C] non appartiene all'immagine dei punti cxitici
di ¢: X — (P¥x BS(V)) = P<, 0

4. Esercizi complementari

ESERCIZIO 3: Sia X ¢ G{s,P") x G(r,P™) I'insieme deile copple {V,W) tali. che

dim V O W > h. Provare che X & un chiuso irriducibile e se ne caicoli la dimensioze.. -

ESERCIZIO 4: Sia V un sistema lineare di curve piane di grade d, provare che l’i'r__;s{iem'g.. s

delle curve di ¥ che hanno al pitl nodi come singolarith & un aperto di Zarskl. ..o
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ESERCIZIO 51 Sia § ¢ P? superfice cubica liscla, L < 8 retta e P! il fascio di piani
contenenti L, provare che Vapplicazione ¢1:.5 — P! definitada ¢.(p) =L +pse pg L
e gr(p) = Tp5 se p & L & un morfismo regolare.

FSERCIZIO 6: Siano L, M rette sghembe contenute in una superfice cubica 5 ¢ P2,
a} provare che esistono esattamente 5 rette Hy,...Hs in 5 che intersecano L ¢ M.

b} Provare che applicazione $r % ¢gar: S ~+ P! x P! & surgettiva, contrae le rette f; a
dei puntl p: ed @ iniettiva su S — (B U... U Rs).

) I punti p; sono in pesizione generica, pilr precisamente ogni corrispondenza su P! x P*
di tipo (1,90}, (0,1), {1,1) contiene rispettivamente al piv 1,1,3 punti p;.

d} Descrivere in funzione dei punti py, ..., ps le curve di PP P! che seno immagine tramite

By X gp delle 27 rette in §.

ESERCIZIO 7:  (caratteristica # 2) Sia P® lo spazio delle coniche di P*, A ¢ P®
Uipersuperfice cubica delle coniche singolari e ¥ C A la varietd {di Veronese] delle rette
doppie. Provare che i punit di V sono tutti ¢ soli i punti singolart di &. (Sugg. Siccome

Aut{P? agisce transitivamente su V' basta dimostrare che @ # Sing{d) C V)

EsERCIZIC 8: Trovare un esempio di morfismo regolare tra varietd irriducibili tale che

i punti criticl non slano un ¢hiusc.

ESERCIZIO 9 Sia ¢ una guartica piana liscia senza iperflessi; provare che € possiede
almeno una bitangente. (Sugg. Sia L una retta fissata, P!* lo spazio delle quartiche e
By ¢ P** Pinsieme delle quartiche € tali che o L & bitangente 5 { oppure esiste p € C
tale che v,(C, L} > 4. Provare che By & un chiuso irriducibile di dimensione 12),

ESERCIZIO 10: (%} (Le 28 bitangenti)

Caratteristica # 2,3, Sia € ¢ P? una quartica liscia senza iperfiessi ¢ sia L una retta
bitangente a € {¢f. esercizioc precedente).

[Esiste un sistema di coordinate omogenee o, x1,z2 tall che le equaziont di L e € sono
rispettivamente o = 0 ¢ 2223 — dzog{ze, 21, 22) = 0.

St consideri P? come il piano di PP? di equazione z3 = 0, 0 =[0,0,0,1] € P* e denotiamo
con 7 P?— o - P? la proiezione di centro 0. Sta § C P2 la cublea di equazione zoz? +
Fixaxa + g{ee, T1,72), 1a curva € coincide con Vinsieme dei valori critici della proiezione
78 — o P2

Sia R =n"YC) © §— o Uinsieme dei punti critici, provare che § & liscia al di fuori di R.
Siape R, g=mn{p) ed H < PP? una retta per ¢, se ¢ € [, provare che F & tangente a
C'in g se e solo se S-w~'({H) & singolare in p, in particolare 5 & una cubica liscia (sugg.
usare V.3.2},

Dedurre che esiste una bigezione fra le rette contenute in S e le bitangenti a ' diverse da
L.

ESERCIZIO 11:  (x#) {Hesse, 1853)
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In questo lungo esercizio esaminiamo un diverso approccio alle 28 bitangenti alla quartica
generica piana che mette in risalto il fatto che 28 = @) anziché 28 = 27 + 1. Si lavora
su di un campo algebricamente chiuso di caratteristica # 2,3.

Sia V ~ P? una rete generica di quadriche di P? e denctiamo con ¢ < V il luogo
discriminante delle guadriche singolari. Provare:

a} V non contiene quadriche riducibili. (Sugg. lo spazio delle quadriche di P? ha dimen-
sione & mentre quetle delle quadriche formate da due piani ha dimensione 6).

b} Si assuma come evidente che V' ha esattamente 8 punti base py, .., ps e che in ogni punto
p: non esistano vetori tangentl non nuili tangenti ac ogn! quadrica della rete; provare che
i punti p; sono 4 a 4 nen contenuti in nessun piano e quindi a maggior ragione 3 a 3 non
allineati.

¢} Una quadrica irriducibile singolare & un cone quadrice, cict il cono prolettive di una
conica piana liscia,

d) Sia @ € V cono quadrico, e L C V' una retta per (. Provare che L & tangente a € in
Q se e solo se il vertice di @ & ur punto base del fascio di quadriche L. In particolare ¢
& liscia e dati due coni quadrici @1, Q2 € V la retta @1 + Q2 & bitangente a C se e solo
se il vertice di 1 appartiene a (o e viceversa.

e} La generica quartica piana si ottiene come discriminante di una generica rete di quadri-
che, in particolare € nen contiene tperflessi.

) Sia Li; © V il luogo delle quadriche contenenti la retta p; + p;; provare che L;; & una
retta bitangente & € e che Ly = Lap se e solo se ps +p5 = Do+ Prs {Sugg. & facile
dimostrare che L;, & una retta, sia @ € Li; cono quadrico, necessariamente il vertice di
) & contenuto in p; + p; e quindi nel luogo base del fascio Ly J

g) Viceversasia [ ¢ V unaretta bitangentea Cin @1, &, H ¢ P® la retta contenente i
vertici di @ e (a; provare che H & contenuta nel luogo base di L e che quindi H = pi+p;
per guaiche coppta 4,7.

3 . .
h) Utilizzare | punti F) e G} per dedurre che €' contlene esattamente (2) = 28 bitangenti.

Nota. Nessuno dei due esercizi precedenti descrive il metodo classice di determina-
zione del numero deile bitangenti ad una quartica liscia. Il metodo pilt frequentemente
usato {in caratteristica 0) & descritto in [Wa, p.134] e fa uso del teorema di dualitd e

delle formule di Plicker.

FSERCIZIO 12: (%) Caratteristica 5 2,3. Slano Gh, @2 C P2 coni quadrici tali che il
vertice deil’uno sia contenuto nell'altro e tali che la generica quadrica del fascio generato
da 1, @, sia nonsingolare. Provare che esistono coordinate omogenee su P? nelle quali le
equazioni di ) e (Jy sono rispettivamente ToZz = i, T123 = z2. In particolare Q1 N Qs

& unione di una retta e della curva razionale prolettivamente normale di grado 3.
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{(Sugg. Siano wq, vy i vertici di @y, @2, provare per prima cosa che 1, # vy e che per un
piano generico H < P? le coniche 1N H e @21 H sono liscie e si intersecano in quatiro
punti distinti po = # N {vy 4+ ), p1, p2, pa.
Fissato un piano H come sopra ed una radice terza di —~1 £, si pud prendere un sistema
di coordinate omogenee tali che w = [0,'{), 0,1}, ve = [L,0,0,0}, ps = [1,-1,1,~1],
p2 = {1,E,£2, 1], py = {1, €%, ¢, —1]; scrivere adesso le possibili equazioni dei due coni e
giocare con cambi di coordinate dei seguenti tre tipi
i) zy = 2, T3 = —Z1.
i) xg — zo —ax — bxa.
HI) 23 - €3~ ez~ da.

fino a guando non si arriva alle equazioni cercate).

EssrCIzio 13: Caratteristica 0. Sia § ¢ PP? superfice cubica liscia e A piano tale che
la cubica piana ¢ = H-5 sia lisela. Sia 0 € C un flesso e si consideri la legge di gruppo
di ¢ avente o come elemento neutro. Provare che la somma dei 27 punti di intersezione

di € conle 27 rette in S & uguale a 6.

ESERCIZIO 14: {x) Sia U C A" unapertoe X C U x P™ chiuso tale che la projezione
7 X -+ U sia surgettiva e con il differenziale bigettivo in ogni punto. Provare che le fibre
di 7 hanno cardinalita costante. {Sugg. Utilizzare IX.5.9 ¢ induzione su m per ricondursi
al caso m = 1. Si consideri poi la chiusura X di X in A" x P! e provare che per ogni

p ¢ P! Uideale di X NA™ x (P~ p) & principale).
Nota: il risultate dellesercizio 14 continua ad essere vero sotto le ipotesi che U sia
una varietd liscia irriducibile ma la dimostrazione richiede strumenti tecnici che nen

sono presenti nelle note.

Esercizic 15:  Mostrare con un esemplo che il risultate dell’esercizic precedente &
generalmente falso se U & singolare. {Sugg. sia A% -» aff? data da {(z,y) — (2%,y) e si

prenda . una quartica generica singolare nel punti (1,0}, {—1,0}).

ESERCIZIO 16:  (x) (caratteristica # 2,3) Sia I/ < P!® Paperto delle ipersuperfici
cubiche liscie di P* e sia X C U x G(1, P¥) Dinsieme delle coppie (S, L) tali che L C S.
Provare che X & una variet liscia e che la proiezione X — U/ ha il differenziale bigettivo
in ogni punto. Dedurre, utilizzando gii esercizi precedenti che il numero di reite in una

superfice cubica lscia & costante e che pud essere calcolato in un caso particolare.

ESERCIZIO 17: (%) Si consideri Vanello A = Klz,y,2)/(y* - p{x), 2* — g(z)) con
¢ € Kiz] tali che il prodotto pg sia un polinomio di grado dispari senza radicl multiple.
Provare che A non & generaso ciclicamente su K[z], ciot che non esiste alcun f € A tale
che A = K[z, f]. (Sugg. Sia per assurdo f = ay + bz + cyz, a,b,¢ € Kiz], come sopra
e sia o una radice di a’p — b?q. Provare che la mappa maturale Klz, f] = K(y,2)/(3* -

pla),z* — gla)), @ — @, non & surgettiva.)
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EsERCIZIO 18:  (Teorema di Bertini delle sezieni iperpiane)

Sia X < P™ una varietd proisttiva liscia di dimensione positiva; provare che la generica
sezione iperpiana & una varietd liscia. (Sugg. Se X # P™ si consideri ¥V © X x (P
Vinsieme delie coppie {x, H) tali che z € X 1 H; provare che il luogo Z del punti critici

della proiezione ¥ — {P™}¥ & un chiuso irriducibiie di dimensione 1 ~ 1.}



XI. 1 teorema, di Riemann-Roch per curve liscie pro-

lettive

In questo capitolo si assumerd che il lettore abbia una conoscenza di base di
algebra commutativa, e.g. [A-M].
Con [K denoteremo un campo algebricamente chiuso fissato.
Con il termine curva intenderemo una varieta quasiproiettiva irriducibile di dimensione
1.
Per ogni varietd irriducibile X denotiamo con K(X) il campo delle funzioni razionali
su X. Se z € X identificheremo Hberamente Panello ¢, x con il sottoanello di K (X)
formato dalle funzioni razionali che sono definite in @. Denoteremo inoltre m, C O, x

I'ideale massimale.

1. Grado di un morfismo.

Per facilitare il lettore richiamiameo alcuni risultati di algebra commutativa.

Lemma 1.1. Sia A un dominio locale Noetheriano di dimensione I con ideale maos-

simale m. Le seguenti condizioni sono equivalentis
1) m ¢ principale. ()
2) A ¢ un dominio ad ideali principali,
3) ogni ideale ¢ una potenza di m.
4) A & integralmente chiuso nel suo campo delle frazioni.

5) A & un anello di valutazione discrela.

Dim. [A-M] 9.2. O

{3) Un anello locale Noetheriano di dimensione d tale che Uideale massimale ¢ ge-
nerato da d elementi si dice regolare ed & necessariamente un dominio di integritd
([A-M] 11.22).
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E istruttivo ripertare qui la definizione di anello di valutazione discreta e Pequivalenza
i} & 5).
Definizione 1.2. Un dominio di integritd A si dice un anello di valutazione discreta
se, detto K il suo campo delle frazioni esiste una funzione v: K= — Z tale che:

1) o{zy) = v(z) +v{y).

2} Se z+y#0, vis+y) > min(v(z), viy)}.

3} A= {zeK*(z) >0 u{0}.
Una funzione v che soddisfa le condizioni 1) e 2) sl chiama una valutazione discreta,
usualmente si pone per convenzione v{0) = co.
Sia A un anello di valutazione discreta con valutazione v esia m = {z € Al|v{z} > 0}.
m & un ideale e se £ & m allora v(m} =z} =0, ciod 27! € 4, dunque A & un
anelio locale con ideale massimale m.
Sia ¢ € m tale che »(t) & minimo, allora per ogni z € m vale v{zt™!) > 0 e dunque
x = ty per qualche y € A.
Viceversa supponiamo A dominio Noetheriano di dimensione 1 con ideale massimale
principale m = (#). Sia z € A, siccome gli unici ideall primi di 4 sono 0 e m, se
z # 0 il radicale di {z) & necessariamente m e quindi & ben definito il numero intero
v(z) = min{nlm™ C (z)}.
Se n = v(x) allora esiste y € A tale che * = zy. y & un elemento invertibile,
altrimenti si avrebbe y =tz e n non sarebbe minimo.
Dunque v{z) = n se e soltanto se x = t"y con y € m.
Infine si estende in modo naturale v ad una funzione K* — Z ponendo L(%) =
v{z)—v{y}. 5ivede immediatamente che v & la valutazione cercata e per ogni = € K*
vale z = t*ly, y € A invertibile.
Se p & un punto liscio di una curva C, la valutazione associate ad (O, ¢ s indica

usualmente con ordy.

Lemma 1.3. Sia A un anelle di valutazione discreta con campo delle frazioni K
e parametro locale t. Se esiste un sotfocampo K < A isomorfo al campo residuo
Afm allora per ogni f € K esiste unico un pelinomic P a coefficienti in K tale che
f— Pty em.

Dim. Esercizio. ]

Il lemma 1.3 si applica in particolare nel case in cui A & Panello tocale di una curva
liscia ¢ K il campo delle funzioni razionali.

Lemma 1.4, Sia C una curva e p € C. ¢ & liscia in p se e solo se Uideale Oy x 2

un anello di valutazione discreta.

Dim. Esexcizio. o
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Definizione 1.5. Sia € una curva Una funzione razionale ¢ € K(C) si dice un
parametro locale in p se m, = {0, ¢.
EsErcizio 1@ Se 4 & un anello Iocale Noetheriano con campo residuo K, Pideale

2

massimale m & principale se e solo se m/m* & uno spazio vettoriale di dimensione 1 su

K. (Sugg. Lemma di Nakayama).

FSERCIZIO 2: Sia X ¢ A" un chiuso irriducibile e siano fi,..., fo generatori dell’idezle

T(X). Per ognl p &€ X esiste una successione essttn di spazi vettoriali su K
KoLK —m, frl —0
af;

831‘ ’
{Sugg. Se p & il punto di coordinate (@1, ., 8n) & My C k21, .., 2a] & Videale generato da

dove J @ la matrice di coefficientt J;; =

By = €1, oy Bn — Gn S dimostri che my/mi = M, /{J(X) + M2} e si considert 16 sviluppo
di Taylor dei polinomi f; nel punto p.)
La retta affine A & una curva liscia, infaiti se ¢ & una coordinata affine, { —a

genera 'deale massimale nel punto di coordinata .
Pl g ricopertc da aperti isomorfi alla retta affine ed & quindi liscio.
Se F(wg,21,22) & un polinomio omogeneo irriducibile di grado d, ¥ definisce una
curva X ¢ P X = {z|F{z} = 0}.
Un punto p € X & nonsingolare se le derivate parziali di F rispetto alle coordinate
Ty, T1, 2z Don sono tutte nulle. Infatti, supponiamo per esempio che il punto p sia
contenuto nell’aperto affine A3 = {zo # 0}, allora dette u = £, v = # 1o sviluppo

di Taylor di F(1,u,v) nel punto p = {(ug,vo) &
F(l,uav} = a(u - u‘J) + }6('” - HU) + 0{2) (*)

dove con (}(2) si intende una combinazione lineare di termini di grado > 2.

u—1g, ¥~y generano Iideale massimale my e a{u—ug)+F(v—vy) & unica relazione
di dipendenza linears in my,/ mf). Dungue w—ug {risp.: v—1vp) & un parametro locale
se e soltanto se B+ 0 (risp.: a # 0).

aF
Confrontando (+) con lo sviluppo di Taylor di F{xg,z1,z2) si ha a = 5?(1’ U, Vo),
1

A= gF—(l,ug, vp} e la tesi segue dalla formula di Eulero
Tz
aF aF ar
_ el —— = deg{FF
%0 gy g t gy, = deolF)

Teorema 1.8. Sic O una curva liscia, U C C un aperto g ¢:U -+ F™ un morfismo

regolare. Allora ¢ si estende ad un unico morfismo ¢:C — P™.
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Dim. 1 probiema ¢ locale, posiamo quindi supporre C,U aperti affini e che ¢(U} sia
contenuto nel complementare di un iperpiano. Esistono allera fo, ..., fn € KU] C
K.(C) senza zeri comuni in U e tali che in coordinate omogenee ¢ = (fo, ..., fn).

Sia p € C e siano a; = ordp(f;}, a = min{a;). Esiste allora un intorno V' di p dove
le fungziont razionali #*f; sono regolari e senza zert comuni e quindi ¢V = P & un

morfismo che estende ¢, o

Si osservi che se ¢(I/} & contenuto in una varietd proettiva ¥ < P™ allora anche
HX)C Y, infatti S(X)=a(T)C Y =Y.

Corollario 1.7. Ogni morfismo birazionale ira due curve liscie projettive é un iso-

morfismo.
Dim., Esercizio. O

Si consideri adesso un morfismoe ¢: X — Y tra curve proiettive. Siccome X &
projettiva ed irriducibile ¢(X) & un sottoinsieme chiuso irriducibile di Y e siccome
dim Y = 1 le uniche possibilitd sono o ¢ costante oppure ¢ surgettiva.
Consideriamo adesso il caso in cui ¢ & surgettiva, per ogni ¢ € ¥, ¢ '(g} & una

unione finita di chiugl irriducibili e quindi & un insieme finite di punti.

# & in particolare dominante e quindi induce una estensione di campi K(Y) € K(X}. -

Siccome K(Y),K(X) sono entrambi finitamente generati e di grado di trascendenza
1 su K necessariamente K(X) & una estensione algebrica finita di K({¥).

Definizione 1.8. Il grado di ¢ & la dimensione degd = [K(X) : K(Y)] di K(X)
come K(Y) spazio vettoriale.

Oss: Con la stessa definizione st pud definire i grade di un gualsiasi morfismo domi-
nante fra varietd quasiproietiive irriducibili della stessa dimensione.

Ricordiamo il seguente risultato di algebra commutativa

Teorema 1.9.(cf. [Ha] 1.3.9A) Sia F un campo e A una F-algebra finitamente
generata. Se A ¢ un dominio di integritd con campo delle frazioni K e K C L ¢ una
estensione finita di campi allora lo chiusura integrele B di A in L & un A-modulo

finitamente generato. In particolare B ¢ una F-algebra finitamente generata.
Dim. [Mat] 833, 8]
Si ricorda che la chinsura integrale & Pinsieme degli elementi di L che sono radici di

un polinomic monico a coefficienti in A,

Teorema 1.10. Sia ¢: X — Y un morfismo surgettivo ira curve proiettive con X
liscia. Allora per agni aperto affine U C Y, V = ¢~ Y U) ¢ affine e K[V] & un
K[l/] -modulo finito.
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Dim. Identifichiamo tramite ¢ K(Y) con un sottocampo di K(X) esia B ¢ K(X)
la chiusura integrale di K{U] in K(X)}. Abbiamo visto che B & finite come K[U/]-
module, in particolare I} 2 una K-algebra finitamente generata ed esiste una varietd
affine Z tale che B = K[7].

K(X) & algebrico su K{Y), in particolare per ogni f € K(X) esiste g € 4 tale che
gf @ intero su A. Ne segue che K{X) & il campo delle frazioni di B e che Z ha
dimensions 1.

Inoltre B & integralmente chiuso, in accordo con {[A-M] 5.12) ogni suo localizzato &
integralmente chiuso e Z & nonsingolare.

Infine se ¢ € V, O, x & integralmente chiuso ¢ contiens RIUT, quindi B C O, x ed

esistono inclusioni di K-aigebre
KUTC B COx{(V) = MaevTyx
che sono indotte, essendo U, Z sffini, da deil morfismi
V-0l dmpoy

~ & un morfismo birazionale e siccome Z & liscia e X proletiiva per il teorema 1.6
esiste un inversa v~1:Z — X" Siccome 7' o ¢ = u deve necessariamente essere
v HZyCVeyoy = Idy.

Infine v"Yov: ¥V ~» ¥V & l'identitd sul sottoinsieme denso ~+~HZ) e quindi & Pidentita

ovungue. (]

2. Divisori e sistemi lineari.

Sia X una varietd affine su K algebricamente chiuso, 4 = K[X]. Per ogni ideale
J C A siindica con V{J} C X il sottoinsieme chiuso dei punti che annuilano J e per
ogni sottoinsieme Z C X si indica con I{Z) Videale delle funzioni regolari nuile su
Z.

1 teorems degli zeri afferma che per ogni ideals J I(Z{J)) = VT, in particolare ghi
ideali massimali di A sono tutti e soli quelli della forma I{p), p € X,

Se M 2 un A-modulo e p € X st pone My = {4~ I{p)} "M (cf. [A-M] capitolo 3).
M, & un O, x = 4, modulo naturalmente isomorfo a M ®4 Op x ([A-M] 3.3).

Definizione 2.1, [l supporto di M, Supp{M} C X & 'insierne dei punti p tali che
M, #0.

Si noti che M, = 0 se e soltanto se per ogni z € M esiste f € A tale che f{p)+#0
e fz = 0. In particolare se M & finitamente generato M, =0 see soltanto se esiste
f € Ann{M) tale che f(p) +# 0, segue quindi immediatamente il
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Lemma 2.2. Per agni A-modulo Noetheriano M, Supp(M) = V{dnn{M?}).

A nol interessano 1 moduli a supporto finito.

Lemma 2.2. Sia M un A-modulo Noetherianeo tale che Supp(M) = {p1,...pn}.
Allora esiste un isomorfismo naturale M = &2, M, indotto dai morfismi M — M,
m —3 ? =m@l.

. . . A A
Dimn. Sia I = Ann{M), siccome M = M ®4 F & sufficiente dimostrare che 7=
n oA
‘(B-i::i('j-—)m :
Dato che p;,...,pn sonc le uniche sottovarietd irriducibili di Supp{M) esistono ele-
menti fi,.., fn € A tali che fi(p;) = 5; . »oiey fi = 1 ed a meno di passare a potenze

sl pud supporre fif; € I se 5 §; si considera quindi
Qi=(:f)={glgfiel}
Si verifica faciimente che Z{(Q),} = p, e che esiste un isomorfismo naturale
A A
I

= GB«;(@;) ()

Sinotiche I = @; ... @, & la decomposizione primaria di I ([A-M] cap. 4) e che

. A A
Vinverso del morfismo naturale -I- - @i(*é*) & dato da {g1,...,gn) = 2 fi0:.
i

Si osservi infine che per 7 # j (————)p‘ =0 (perché @; & I{p;)), mentre (@é)’" = -g—
{perché & gia un anelio locale con zdeale massimale [(p;)/Q:}-
Le tesi segue quindi considerando le localizzazioni di () nel punti p;. (]

Data una curva liscia X si definisce il gruppo dei divisori di X, Div(X) come
il gruppo abeliano libero generato dai punti di X. Gli elementi di Div(X} si dicono
divisori.
Per ogni p € X esiste un unico omomorfismo ord,: Div{X) ~» Z tale che ord,y(p) = 1
e ordp(g) = 0 se p # ¢. ordy si dice anche la valutazione in p.

Il grado di un divisore & la somma di tutte le valutazioni

deg(D Z ord,{I7)

peX
Si indica con Div®(X) il sottogruppo dei divisori di grado 0.
Su Diw(X) esiste un ordinamento parziale naturale, D < Dy se e soltanto se
ord,{Dh)} < ord,(Dy) per ogni p € X. Un divisore > 0 si dice effettivo.

8i considert adesso un moerfismo surgettive ¢: X — Y di curve liscie proiettive, per
ogni p € X si definisce Vindice di ramificazione e, di ¢ in p nel modo seguente.
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Sia g = ¢(p}, my, € Op v l'ideale massimale, si pone ¢, = dimg (;2 \f) .
ESERCIZIO 3: Se ¢ & un parametro locale in g, vale e, = ord, {971},

Un punto p € X si dice di ramificazione (per ¢) se ¢, > 1. Dimostreremo pili
avanti che se Vestensione K(Y) ¢ K{X) & separabile allora esistono ai pitt un numero
finito di punti di ramificazione.

ESERCIZIO 4: Supponiamo che K abbia caratteristica p > 0, si consideri i morfismo
P! — P! definito in coordinate omogeree da {re, ;) — {h, 2} ). Dimostrare che Pindice

di ramificazione in ogni punto & uguale a p.

Si definiscono due morfismi di groppl abeliani
¢ Din(Y) — Div(X), @o: Din{ X} - Div(Y)
ponendo perognl ¢ €1V, p€ X

$a= Y eplp), b= olp)

peEgT g}
ed estendendo per linearita.

Teorema 2.3. Nelle notazioni precedenti, per ogni D € Dnu(Y) vale deg(e*(D)) =
deg{D)deg().

Dim. Basta chiaramente dimostrare che per ogni g € ¥ vale deg{o*(g)) = deg(é).
Sia ¢ un parametro locale in g e sia I/ € Y un aperto affine contenente g dove ¢ &
regolare e invertibile in U — g.

Sia B = Ox(¢~HI)), allora per il lemma 2.2 if grado di #*{¢) & uguale alla dimen-
sione di B/{¢") come K-spazio vettoriale.

Siano uy, ..., 4y elementi di B che inducono una K-base di B/{¢*t) e dimostriamo
che sono una K{Y)-base di K{X].

Per semplicitd di notazione identifichtame K{Y) con la sua immagine ¢"K(Y} C
K{X).

1) us, ..., ug sono K(Y) linearmente indipendenti.

Sia per assurdo Y fius = 0 con fi € K(¥) non tutfi nulli, moltiplicando per un
denominatore comune posso supporre f; € Oy (U) e dividendo per una opportuna
potenza & ¢ posso supporre che f;(g) non siano tutti nulll. La riduzione modulo ¢ &
allora una relazione di equivalenza lineare in B/(t).

2) wuy, ..., us generano K(X).

Sia § = Oy (/) - I{g), S & una parte moltiplicativa ¢ S*'B & un O,y modulo

finito, per il lemma di Nakayama wui,...,uqs generano S7'B. Si conclude osservando
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che essendo S~'B la chiusura integrale di Oy, S™'B genera K(X} come K(Y)
spazio vettoriale. 8

Se f & una funzione razionale su una curva liscia X posso definire il divisore associato

div(f) = 2., ordp{f).
Corollario 2.4. Se X ¢ lizscia e proiettiva e f € K{X) allora div(f) he grado 0.

Dim. Si pud considerare f come un morfismo f: X — P! = Al U {00} e div(f) =

F((0) ~ (0)). o

Definizione 2.5. Il divisore di una funzione razionale si dice principale, i divisor
principali su una curva liscia proiettiva formano un sottogruppo P(X)} C Div®(X).
i pone infine Pic(X} = Div(X)/P{X), Pic®(X) = Div®(X}/P({X). Due divisori
si dicono linearmente (0 razionalmente) equivalenti se la loro differenza & un divisore
principate, dungue Pie(X} classifica i divisori modulo equivalenza lineare.

Due divisori linearmente equivalenii hanno lo stesso grado, il viceversa & in generale

falso, vale infatti
Proposizione 2.6. P! & l'unica curva liscia prosettiva tale che Pic® = 0.

Dim. Se t & una coordinata affine allora i divisore della funzione razionale ¢ —a &
(a) — (o0). Dungue tuttl i punti sono equivalenti a oo e ogni divisore di grado d &
Hnearmente equivalente a d{oc).

Viceversa, se Pic”(X) == 0, presi due punti ¢ # p in X esiste una funzione razicnale
non costante f tale che div(f) = p~q. Se pensiamo f come un morfismo f: X -+ P!
& f{(6)~(20)) = p—q e Vunica possibilith & che f*{0} = p. In particolare deg(f} =1

e f & un morfismo birazionale, quindi un isomorfismo. [

Uno dei problemi pit importanti nello studio delle curve algebriche & quello di
determinare Vinsieme dei divisori effettivi linearmente equivalenti ad un divisore dato.

Sia X una curva Hscia proiettiva fissata, per ogni divisore D su X si definisce
HY(D) = {f e K(X)|div(f)+ D > 0}

HY9 & un K-sottospazio vettoriale di K{X} ed esiste una bigezione tra il proiettivizzato
P{HYD)) e Vinsieme }D} dei divisori effettivi inearmente equivalenti a D.

Si consideri infatti Yapplicazione vy: HY(D}~ {0} - |D{ che ad ogni funzione razionale
f associa il divisore effettivo D + div{f).

v & surgettiva per costruzione, viceversa se v(f) = v(g) allora div(fg™*) = 0, ciog
Ffg~! & una funzione regolare su X e quindi costante.

Si noti che se il grado di D 2 negativo allora (D] =0 e HY(D) = 0.
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Proposizione 2.7. Sia D un divisore qualsiasi ed E un divisore effettivo su una
curve liscia proiettiva. Allora 1 K-spazi vettoriali HY (D), HY(D + E) hanno dimen-
sione finita e vale

dim H°(D + E) < HY(D) + deg(E).
In particolare dim HY(E} < deg{E} + 1.
Dim. HO(0} & lo spazio delle funzioni regolari su X e quindi H%(0) = K. Per
induzione su deg(F) basta dimostrare la proposizione nel caso E = p.
Sia dunque £ = p e sta ord, (D) = o, allora se ¢ & un parametro locale in p, tutte le
funzioni di H#°(D + p) si possono scrivere come $7° 1g con g € O,.
Chiaramente HU(D) € HY{(D + p} & esattamente i nucleo dell’applicazione lineare
HYD 4+ p) — K, data da t79" g — g{p). Quindi ha codimensione al pinn 1. .
Se D' = D+ div(f} & un divisore linearmente equivalente a D allora fH(D') =
HO{D). Sipone A(D) = dim H%(D). 11 seguente corollario & quindi immediato

Corollario 2.8. 8¢ D ~ D' allora R%(D) = h%(D') < max(0, deg(D) + 1)

Dato un divisore D, un sottospazio protettivo L di [D] st dice un sisterna lineare
su X. Se L =|D] il sistema lineare si dice completo.

Anticamente L veniva chiamato un g4 se deg{D} = d, dim{L) = ¢ la proposizione

2.7 si enunciava dicendo che non esistevano gl con > d.

ESERCIZIO 51 X = F' se e soltanto se esiste un gi.

Esempioc 2.8. Se X = P! e deg{D) = d > 6 allora h°(D) = d -+ 1. Tafatti divisori
dello stesso grado sono linearmente equivalenti e per il corollario 2.8 & sufficiente
dimostrare che A%(d(oo)) = d + 1. _

H%d(c0)) & lo spazio vettoriale delle funzioni regolari su A' che hanno un polo d
ordine a! pity d all'infinito. Tali funzioni sono tutti e soli i polinomi di grado < d in
una coordinata affine.

Esempic 2.10. Sia € una curva plana liscia, per il teorema del resto V.5.2 i divisori

aggiunti di grado fissato su € formano un sistema lineare completo.

Come nel caso delle curve piane se X & una curva liscia projettivae o € X & un

punto fissato per ogni s > ¢ si definisce una mappa
pa: X7 =2 Pich (X, Bs{P1,ca Bs) = DL+ o+ s — 50

Dimostreremo nella prossima sezione che u, & surgettiva per 5 > > 0, ha senso quindi
dare la seguente

Definizione 2.11.(Welerstrass) Il minimo intere g = g(X) tale che la mappa p, &
surgettiva si dice genere della curva X
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3. It Teorema di Riemann-Roch. Prima parte.

Sia X una curva liscia proiettiva fissata, nella sezione precedente abbiamo di-
mostrato che per ogni coppia di divisori D, E con E effettivo vale 2°(D + E) <
RO + degl{E}.

Definizione 3.1. Un divisore D si dice specialeV se esiste un divisore effettivo E
tale che AP(D + B} < A%(IN + deg(E).

Definizione 3.2. Un divisore speciale massimale {rispetto allordinamento usuale di
Div{X)) si dice canonico.

$i noti che un divisore linearmente equivalente ad un divisore speciale (canonico)
& ancora speciale (canonico).

Se X = P* un divisore & speciale se e soltanto se ha grado < —2.

Questa sezione & interamente dedicata alla dimostrazione del segnente

Teorema 3.3.[Riemann-Roch, prima parte) X curve liscia proietfive su campo K
algebricamente chiuso.

1) Esiste un divisere canonico K € Div{X) unico a meno di equivalenza lineare e
9(X) = VK.

2} Per ogni divisore D su X wale

R(D) — BO(K - D) = deg{D) + 1 - g(X)

il punto essenziale deila dimostrazione & il seguente

Lemma 3.4. Fsiste su X un divisore effettive non speciale.

Dim. Assumiamo per assurdo che ogni divisore effettivo sia speciale, esiste allora
trovare una catena infinita 0 < Dy < Dh < .. < D, < .. di divisorl effettivi tali che
per ogni n, A%(D,) < deg{D,) +1 —n.

Prendiamo una qualsiasi funzione razionale f: X -+ P! non costante e poniamo @, =
frD,. Sedé&ilgrado di f e d, il grado di D, allora ¢, — D, & un divisore
effettivo <i grado (d ~ 1)d,, e quindi per 2.7 A%(Q,) < dd,, +1 - n.

Sia ¢1,....gz una base di K(X) come K(f) = K{P!)-spazio vettoriale e sia G un
divisore efettivo tale che g1, ...,94 € HY{(G) (basta prendere come G la somma dei
divisori di polo delle g;). Per il sclito lemma 2.7 h%(Q. + G) < dd,, + 1 ~n+deg(G).
Draltra parte per ogni 4 vale ¢, HY(f.D,) C HYQ, + G) e siccome le g; sono linear-
mente indipendenti vale A%(Q, + G} > dh®(f.D,) = d{d. + 1), il che non & possibile
per n > deg(G). g

(1} quests definizione differisce da quella che si trova usualmente in letteratura dove
ad un divisore speciale si richiede di essere anche effettivo
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Esiste un criterio di specialith basato sulle classi di ripartizione (cf. [Sell}. L'in-

troduzione delle ripartizioni @ suggerita daila teoria delle adele di Weil [We].

Definizione 3.5. Una ripartizione & una applicazione mX — K(X) tale che
ordy(r(p)) 2 0 eccetto un numero finito di punti.

Denotiamo con R il K{X)-spazic vettoriale delle ripartizioni e identifichiamo K{X)
con il sottospazio &i R delle ripartizioni costanti.

Se D & un divisore si definisce R(D) = {r € Rlord,(D) + ord,{r(p)) > 0, Vp € X} .
R(D) & uno spazio vettoriale su K ma non su K(X), infatti per ogni f € K(X) vale
FR(D) = R(D = diu(f)).

Unsa classe di ripartizione & un elemento del K-spazio vettoriale

R

D)= mr B TR

Se f & K(X) la moltiplicazione per f induce un isomorfismo fI(D) = I(D —div{f))
mentre se [y < 7, esiste una proiezione naturale I{Dh) — 1{Dq}.
E quindi possibile definive per ogni coppia di divisori Dy, Dy un applicazione K-
bilineare

HY(D1) x I(Dy) = I{Dy + Da).

Infatti se r € I(D) allora fr € I{Dy—div(f)) ese f € H°(D;) esiste una profezione
naturale I{Dy — div(f})) -+ I{D; + D3).

Lemma 3.6. Se I{D) s 0 allora D ¢ speciale.

Dim. Basta dimostrare che esiste un punto p € X ed un intero positive h tale che
HYD + hp) = HY{D + (h— 1)p).
Per ogni v € R definlamo

N{r,D) = {p € X|ord,(r) + ord, (D} < ¢}

n(r,Dy=~ % (ordy{r(p)} -+ ord,(D))
pPEN{(r,10)

Per definizione r € R{[}) se e soltanto se n{r, D) = .

Sia r ¢ R(D}+ K(X) una ripartizione che minimizza n(r, D), scegliamo p € N{r, D)
e prendiamo h = —{ord,(r(p)}+ord,(D)). Se pexr assurdo H{D-+hp) # HY(D+{h~
1)p) allora esiste una f € HY(D+hp) tale che ord,{f) = —ord,{D)—~h = ordy(r(p)}-
Quindi & possibile trovare o € K tale che ordy{r(p) — af) > ordy{r{p)}.

Se q # p, ordy(f}-Fordy{D) > 0, ord,(r{g) ~ af) +ord (D) > ordy(r{g)} + orde(D)
e quindi N(r — af, D) € N(r,D}, n(r + f,D) < n(r,D) in contraddizione con la

scelta di r. Lo O
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Corollarie 3.7. Esiste un divisore effettive D tale che [(D} = 0.

Lemma 3.8. Per ogni divisore D e per ogni punto p € X esiste una successione
esatia ~
Qs HO( D) HO (D + p) 24 k—5I(D)—31(D + p)~s0

Dim. Sia h = ord,(D} e t un parametro locale in p, per ogni f € HY{D+p) si pone
a{f) = @ dove a & 'unica costante tale che ord,{f — at~(**U} > —p,

Se o € K si pone /7 (a) come la classe della ripartizione 8(a): X — K(X) che vale 0
per g # p e at~F1) nel punto p.

Liesattezza della successione in HY(D), H*(D + p), [{D + p) & banale.

Se fe HYD +p) allora S(a{f)) ~ f € R(D) e quindi Sla(f)) € R(ID)+K(X) e
3o

Si osservi che R(D + p)/R(D} = K ed & generato da 8{1), quindi § induce una
applicazione surgettiva fra K e il nucleo della prolezione I(D} «» I{D + p) che &
isomorfo a {R(D + p) + K{(X))/{(R(D) + K{X)).

Rimane da dimostrare che se 3{1) = 0 allora o & surgettiva, ma se G{a) = r+ f con
f e K(X),r € r(D) allora necessariamente f € H°(D +p} e o(f) = a. o

Corollario 3.9. Per ogni D, hi (D) = dim,, I{D)} < co ¢ vale la formula

KO(D) — MDY = deg(D) + 1 — h*(0)

Dim. Se E & un divisore effettive non speciale allora A'(E) = 0 e possiamo passare
da 0 ad E in un numero finito di passi, agglungendo un punto ad ogni passo, se segue
che, per la successione esatta precedente, h*(0) < deg(E).

Analogamente possiamo raggiungere ogni divisore da 0 in up numero finito di passi
ogni volta agglungende o toghiendo un punto, per la successione esatta la quantitd
hO{D) — W {D) — deg(D) resta costante. !

Corollario 3.10. Un divisore D ¢ speciale se e soltanto se I{D) #£ 0.

Dim. Se I{D)} = 0 allora per ogni divisore effettivo F, 7(D+F) = 0 e per i} corollario
6 h(D + E) ~ h™{D) = deg(E). o
Corollario 3.11. Esiste un intero N tale che ogni divisore speciale ha grade minore
o uguale a N

Dim. Sia E un divisore effettivo non speciale e poniamo N = deg{E) + 21 (D). Se
deg{D) > N per il corollario 3.9 A%(D — E) > 0 ed esiste un divisore effettivo Dy
tale ¢che [ & Inearmente equivalente a F -+ Dy che non & speciale. ]
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Corollario 3.12, FEsistono divisori canonici e per ogni divisore canonice K wvale
A{KY=1.

Dim. L'esistenza segue immediatamente da 3.11, mentre per il corollario 3.10 A’ (K) >
0.

Se fosse AL(K) > 1 allora per ogni punto p si avrebbe 4! (K +p) # 0 in contraddizione
con ia massimalitd di K. 0

Consideriamo adesso Uinsieme J delle applicazioni K-lineari ¢: B~ K tali che ¢ =0
su R(D) + K(X) per quaiche divisore D, dipendente da ¢. Per ogni divisore DI,
(DY = Hom{I{D),K) ¢ i modo naturale un sottospazio di R e J & l'unione di
tutti ghi 7(D)Y al variare di D € Diw(X).

J ha una strutiura di K(X)} spazio vettoriale indotta dal prodetto fo(r) = ¢(fr),
feRK(X), reR.

Lemma 3.13. J & uno spazio vettoriale di dimensione ! su K(X).

Dim. Se I? ha grado < -2 allora {{)) # 0 e quindi J # 0, assumiamo per assurdo
che esistano ¢, ¢e £ J linearmente indipendenti su K{X).

Sia IJ un divisore tale che g1, ¢y € J{INV, allora per ogni coppia fi, fr € HY(E) vale
F1oy o+ fadpy € I{D—E)Y esiccome ¢, 42 sono indipendenti si ha 2R%(E) < Y (D-E),
facendo tendere il grado di E aliv"inﬁnit(} otteniamo una contraddizione per i corollaric

3.9, o

Sia K un divisore canonico e sia 7 un generatore di J{K)Y =~ K. = & allors

anche un generatore di J come spazic vettoriale su K(X).

Lemma 3.14. Nelle notazioni precedenti sia f € K{(X)}. Vale fr e (K - D)Y se e
soltanto se f € HYD). In particolare per agni divisore D vale R°(D) = ' (K — D).
Dim. Abbiamo gid visto che se f ¢ HO(D) allora fr € I(K — D)Y. Viceversa
supponiamo che fr € I{K — D}, questo significa che per ogni r € R{(K - D) +K{X],
#7(fr) =0, cod fr € R(K)+K(X).

Sia p € X e supponiamo per assurdo che ordy(f) + ord,{D) < 0. Denotiamo con
o = ordy{f), b = ord,(D), ¢ = ordy{K), siccome I(K + p) = 0, la successione
esatia del lemma 3.8 implica che se ¢ & un parametro locale in p, allora la ripartizione
rip) = 17tV r(g) = 0 se g # p non appartiene a R(K) + K(X).

Osserviamo perd che, essendo —~a — ¢ — 1 > b — ¢ la ripartizione f =l appartiene a

R(K — D)} in contraddizione con le ipotesi. 0

Lemma 3.15. Nelle notazioni precedenti u; ¢ surgeltiva se € solo se s 2 R{0) e
quindi h (0} & uguale al genere di X. .

Dim. Per definizione i, & surgetiiva se e solo se RO(D) > 0 per ogni divisore D di
grado s. Se deg(D) > h(0) per 3.9 si ha h%(D) > deg(D)-+1~A'(0) > 0. Viceversa
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se s < A1(0) e Dy, Dy sono divisori effettivi gemerici di grado d,d ~ s rispettivamente
con d>> 0 st ka A%y — Dy) = max(0, B°{I) — deg{D3)) = 0. 1

Dimostrazione del teorema 3.3. Se K, Ko sono divisori canonici allora per il lemma
3.13 BYE, - Ko) = At (K3) = 1, e K| — K, 2 linearmente equivaiente ad un divisore
effettivo E con deg(E) = deg{K:) — deg(Ks), similmente %Ky — ;) = 1 e quindi
deg{E} < 0, ma unico divisore effettivo di grado 0 & il divisore nullo. Questo prova
¢che Ky e Ky sono linearmente equivalenti. Sempre per il lemma 3.13 A%(K) = AI(0)
¢ basta applicare 3.9 e 3.15. rl

4. Estensioni separabili e differenziali razionall.

Ricordiamo che, dato un campo K, un polinomieo irriducibile P € Kix] si dice
separabile se non ha radici multiple nel suo campo di spezzamento. P irriducibile &
separabile se e soltanto la sua derivata P’ rispetto alla variabile z & non nulla.

Sia K ¢ K una sstensione algebrica, un elemento a € K si dice separabile su K
se & separabile il suo polinomic minimo u, € Klz]. K si dice separabile su K se 2
separabile ogni suo slemento.

Un campeo si dice perfetto se ogni sua estensione algebrica & separabile. In caratte-
ristica 0 ogni campo & separabile mentre in caratteristica positiva p un campo K &
perfetto se e soltanto se K = KP.

Se K ¢ K < L sonc estensioni algebriche con K separabile su K e L separabile su
K allora L & separabile su K.

Una estensione algebrica K C A si dice puramente inseparabile se nessun elemento
H K~ K & separabile su K, st vede facilinente che una estensione & puramente
inseparabile se e soltanto se il polinomio minimo di ogni elemento & del tipo z7° — b,
p == caratteristica,

Data nna estensione algebrica K ¢ KA esiste unico un campo intermedio E detto
chiusura separabile tale che £ & separabile su K e X & puramente inseparabile su
F. Se [K : K]l < oo st pone [K: K], = [E : K] grado separabile, (K : K], = [K : F]
grado inseparabile; il grado inseparabile ¢ sempre una potenza di p.

Tna estensione non necessariamente algebrica K ¢ K si dice separabile se esiste una

fattorizzazione K € F C K con K C F trascendente pura ¢ K separabile su £.

Teorema 4.1. Sia K C K una estensione finitamente generata di camps di caratte-
ristica p > 0 e sia K? il campo delle radici p-esime degli elementi di K.

K ¢ separabile su K se e soltanto se lo K -algebra K ®x K? non ha nilpotenti.

Dim. [Mat] 26.2 oppure [La] capitolo 10. O
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Corollarie 4.2. Ogni estensione finitamente generate di un campo perfetio K é

separabile.

Dim. In caratteristica 0 non c’2 nulla da dimostrare, in caratteristica p, siccome K 2
perfeito K = K7, . g

Per estensioni con grado di trascendenza 1 & possibile mighiorare il corollario precedente

Teorema 4.3. Sie K campo perfetio di caratteristica p > 0, K C K una estensione
finitamenie generaia con grado di trascendenza 1.

Sia t € K troscendente su K, allore K ¢ separabile su K(2) sz e soltanto se £ § K¥.

Dim. La dimostrazione si divide im 5 passi,
1) [K : K7} = p. Sia a1,...,a, una K{t)-base di X, allora of,..,a} & uma K@)
base di K?. K & perfetto, dungue K{#)? = K(t") ¢ quindi

np = [K : K(OIK() : K] = [K : KF)[K" : K{t7)]

2) Se ¢ € K ~ K7 il suo polinomio minimo su K7 & z¥ —a?,

Sia g € K7[z] il polinomio minimo di a, & evidente che u, divide 2P —af = (x ~a)?
¢ quindi possiede una scla radice nel suo campo di spezzamento. Se avesse grado
minore di p allora 4!, # 0 e quindi @ sarebbe separabile su K7,

3) K non & separabile su K7 ese a € K — KP allora K¥{a) = K.

Segue banalmente da 1) € 2}.

4) Se t & KP allora K non & separabile su K(f).

Infatti K (¢t} C K? e la tesi segue dal punto 3.

5) Se t ¢ K? allora K ¥ separabile su K(1).

Sia E < K la chiusura separabile di ®K{¢}, K & finitamente generato e quindi esiste
o >0 tale che KP° C E. Peripanti 1), 2) e 3) vale K? (1} = K C E. o

Corollaric 4.4. Sia X una curva liscia protetiiva su un campe algebricamente chiuso
K di caratteristica p ¢ sia § € R(X) tale che div(f) non é p-divisibile in Div(X),
allora K(f) € K(X) ¢ separabile.
Siano A ¢ B anelli commutativi con I e sia M un B-modulo. Una applicazione
&: B — M si dice una A-derivazione se:

i) d & A-lineare.

i) B{bihy) = biB(by) + beB{b1) Vb1,by € B (regola di Leibnitz).
Si noti che per i) @(1) = d(1) +d(1) = 0 e per i) d(a) = 0 per ogni a € A,

ESERCIZIO 6: Una 7 -derivazione : B ~ M & una A-derivazione se e sclo se da} =0

per ogni a € A.
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Se §:B -+ M & una A-derivazione e b € B anche b0 & una A-derivazione e pii
in generale per ognl morfismo di B-moduli ¢: M — N la composizione ¢o 8 & ancora
una A-derivazione. L'insietne delle A-derivazioni da B in M forme un B-modulo
Der (B, M}.

Esiste una derivazione universale B-40 B/a tale che per ogni A-derivazione 8: B —
M esiste unico un morfismo di B-moduli ¢:flpys —+ M tale che &= $od.

Un possibile modo di costruire Q5,4 & il seguente: Si consideri la struttura di B-
moduie su B ®,4 B indotia dalla moltiplicazione a sinistra e si prenda Qp/u = B @4
B/R dove R &il -sottomedulo generato dalle relazioni

1@ b1by ~ b1 Dby — by R by ¥hi,b; € B

L'applicazione d: B ~» {14, db= 1® b & una A-derivazione e gode della proprieta
universale {esercizio}.
St notl che se by, ..., b; generano B come A-algebra allora dby, ..., db; generano {1z, 4
come B-modulo.

ESERCIZIC 7: Se S C B & una parte moitiplicativa aflora Qg-15,,4 = 5 'p/a.

Per ogni B-modulo M esiste un accoppiamente B-bilineare
<, >1QB/A * DSTA(B,M) ~ M

tale che < db, @ >== b per ogni b € B, definito nel modo seguente: Se = god €
Dera(B,M),sipone <w,8>=ow)e M.
Esempio 4.5. Se K © K{t;,...,tq) = K & una estensione puramente trascendente i
carnpi atlora dt1,...,dt, sono una K-base di {lgx.
Infatti una K-derivazione &' K — V & unicamente determinata dal 8¢, e quindi
dty, ..., dt, & un sistema di generatori. D'altra parte le derivate parziali rispetto alle
variabili f; sono K-derivazioni, < dt;, 5-5 >= ;e quindi diy, ..., dt, sono linear-
mente indipendenti.

Ogni morfismo di A-algebre ¢ B — C, composto con la derivazione universale
di ' delinisce una derivazione B —+ {1, ,4 e per la proprieta universale di {1g, 4 esiste
unico un morfismo di C-moduli ¢.:C®p Qps ~+ Ny tale che ¢.(db) = d(b) per
ogni be B.

ESERCIZIC 8&: Se A ¢ B ¢ C esiste una successione esatta

C B QB,’A”’”‘")QC;’A“““*QC,"B_—"O

Bsempio 4.6. K campo di caratteristica p > 0, K C K{t} = K estensione tra-
scendente pura. Sia ¢ K — K Pomomorfismo di K-algebre tale che ¢{f) = ¢7,
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allora it morfismo indotte @.: Qg — Nk @ nullo. Infatti dt genera il modulo dei
differenziali e ¢, (dt) = dt¥ = 0.

Lemma 4.7. Sic K C K ¢ L estensione di campi con L clgebrico separabile su K,
allora esiste un isomorfisme naturale Qe =L @x Oxyx.

Dim. Denotiamo con a: L&k — (i x il morfismo indotto dallinclusione K C L.
1) « & surgettiva,

Basta dimostrare che ogni df, | € L & una combinazione lineare a coefficienti in L di
elementi df, f€ K.

Sia [ € L esia w = 3 fiz® il suo polinomio minimo su X, allora 0 = du(l) =
ST dfidt + w{l)dl ed essendo | separabile uj(l) # 0.

2) « & iniettiva.

. Basta trovare una derivazione 8: [ — L®y (g g che estende 1@d: K = Log Qxw.

Tale derivazione indurrd un morfismo L lineare &: ik — L @x Qlxyx che sarh
UVinverse a sinistra di o

Per il lemma di Zorn esiste un sottocampo K C £ < L ed una derivazione &: F —
L @ Qg che estende 1 @ d e tale che {F,8) & massimale tra le coppie aventi la
stessa proprieta. )

Assumiamo per assurdo E # L esia [ ¢ F, sla u; € Elz] il suo polinomio minimo sy
E.

Consideriamo la struttura di E{z] modulo su L&k O ¢ indotia dal morfismo Elx] ~+
E[ll ¢ L. Estendiamo & ad upa derivazione 9 su Elz] ponendo 8(z) = 0, piti in
generale, scelto un qualsiast elemento y € L ®x (g kg possiamo estendere d ad una
derivazione &: Elz] — L@k Qx/x tale che 6(z) =y, se accade che (s} = 0 allora &
si fattorizza ad una derivazione su F[f] in contraddizione alla massimaliti,

Essendo { separabile su £ cid & certamente possibile perché ui(l) # 0 e d{u) =
(B () + ui{Dé (). 0

Definizione 4.8, Sia X una varieth quasiproiettiva irriducibile di dimensione d suun
campo algebricamente chitse K. Un differenziale razionale su X & un elemento
di 0y = QOgx)x. Per irisultati precedenti {1y ¢ un K{X)-spazio vettoriale di
dimensions d.
Definizione 4.9. Dati p € X, w € Qyx, il differenziale w si dice regolare in p se
eSIStOnO f1, ey fry P1y oy On € Op,x C K(X) tali che w = 3 fidg:. In altre parole w
& regolare in p se appartiene allimmagine dell’applicazione naturale Q¢ /x ~ Ox.
Per ogni aperto U si indica Qy (U) il modulo su Ox(U) dei differenziali regolari in
ogni puate di T/,

Si noti che per ogni differenziale w, I'insieme dei punti dove w & regolare & un

aperto denso di X,
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Vediamo adesso il caso delle curve liscie.
Sia X curva liscia e ¢ un parametro locale, per il corollario 4.4 K(X) 2 separabile su
K{#) e quindi df # 0 e genera (2x come K{X)-spazio vettoriale. In particolare per

ogni f € B({X) esiste unica una funzione razionale = tale che df = %dt.

Lemma 4.10.(cf. [Ha] I1.8.8) Se t & un parametro locale in p€ X ¢ f € Oy x dllors

g:f" & Op,X-

Diim. Sia U un intorno affine di p e siane 14,..., 7, generatori di Jx(U) come K-
algebra. Per ogni g € U, x esistono polinomi P, @ nelle z; tali che @G(p) # 0,
g=PQ".

Differenziando dg == Q72 ¥ Gdz; con G; polinomio nelle ;.

Desto dunque a = min,j{o-?*dp(%)} per ognl g € O, x vale QTdP(%) >a.

Sia ora f € O, x e b un intero positivo tale che b+ a > 0, esiste allora un polinomio
P() ed una g € O, x tale che f = P(t) + tg, differenziando si dimostra la tesi. [

Lemma 4.11. p € X, { parametro locale in p. Il differenziale fdt & regolore in p

se ¢ soltanto se f & regolare in p.

Dim. Se f & regolare allora fdf & regolare per definizione.

dg; )
Vigeversa se fdt = 3. fidg:, fi,0: € Op x allora [ = sz(% e la tesi segue dal
lemma 4.10. o

Se w € (x e p € X definiamo ordy{w) = ord,{f) dove w = fdt, t parametro
locale in p. Una semplice applicazione dei lemmi precedenti mostra che & una buona

definizione e che ord,(w) > 0 se e soltanto se w & regolare in p.

Lemma 4.12. Se w # 0 allore ord,(w) =0 eccetio un numero finito di punts.

L. Basta chiaramente dimostrare i lemma per 1l differenziale df con ¢ parametro
locale. Abbiamo gid dimostrato che esiste un aperto denso dove ordy(dt) > 0. Sia U
uan aperto affine di X, siccome X — U7 & finito basta dimostrare che df possiede un

numero finito di zeri in 17,

Se U ¢ A" chiuso irriducibile con 21, ..., z, coordinate affini. A meno di permutazioni
negli indici possiamo supporre che esista s < n tale che dx; = 0 se e soltanto se © > 3.
Se p=(a,..,a,} € U le funzioni z; — a;, 1 = 1,...,n generano 'ideale massimale ¢
guindi, essendo d{x; — a;) = dz; = %dt esiste un intero j < s tale che x; —a; & un
parametro locale in p.

Dungue gli zexi di ¢ in U sono contenuti neli’'unione dei poli delle funzioni razionali
diEi

dt

, i=1,...,8, e son0 in numero finito. 0

INTRODUZIONE ALLA GEOMETRIA ALGEBRICA 235

Ad ogni differenziale razionale w su di una curva liscia X possiamo associare un
divisore diviw) = Y ord,(w)p. Se f € KX vale div(fw) = div(f) + div(w) e guindi
i divisori dei differenziali sono tutti inearmente equivalenti tra loro.

Un morfismo ¢: X — Y dominante di curve liscie si dice separabile {inseparabile,
puramente inseparabile) se Pestensione di campi K(Y) C K(X) ha la medesima pro-
prieta.

¢ induce un morfisme ¢*:0y -+ Qx K(¥).lineare e tale che per ogni f € K(Y),
&*{df) = d¢*(f). Per il lemma 4.7 se ¢ & separabile 4 & iniettivo.

Siaora w € Oy e p € X un punte fissato, voghamo determinare ord,{¢"w). Sia
g = ¢(p), a = ordy(w), ¢ un parametro locale in p, 5 parametro locale in g ed ¢
I'indice di ramificazione di ¢ in p.

Si ha w = gs®ds, glg) £ 0, s = At®, h(p) # 0, ¢*w = gh*t*(et" 'h + tE%)dt e
quindi ordy{¢"w) > ae+e —1 e vale = se e soltanto se e non & divisibile per la
caratteristica del campo. Per il lemma 4.12 ¢*w # 0 se e soitanto se ¢, = 1 eccetto

un numero finito di punti.

Defnizione 4,13, ¢ X — YV si dice docilmente ramificato se la caratteristica del

campo non divide Vindice di ramificazione in nessun punto.

Proposizione 4.14. Nelle notazioni precedenti sia ¢ 4 grode di inseparabilitd di ¢,
allora ep{p) =1 per ogni p € X e vale = eccetto un numero finito di punti.

Dim. Se ¢ & separabile aliora ¢* & iniettiva e la tesi segue dalle osservazioni precedenti.
Supponiamo quindi 7 > 1 e sia ! > 0 la caratteristica del campo.

In generale se Y — Z & un morfismo dominante di curve liscie vale la formula
e (Yd) = ep{dleg (). Prendendo quindl ¢ Y P! separabile possiamo supporre
senza perdita di generalitd ¥ = P1.

Sia s coordinata affine su P! e sia o > © il massimo intero tale che s € K(X)". Se
s =" allora ¢ ¢ B{X)', Vestensione K(#) ¢ K{X} & separabile ¢ K(s) C K(z} &
puramente inseparabile di grado 1%, In particolare 7 = [*.

Se consideriamo ¢ come un morfismo su P ho una fattorizzazione ¢ X ——s PSP

dove «(t) =t e Vindice di ramificazione di + & uguaie ad 7 in ogal punto. 0

5. Residul astratti.

Sia V uno spazio vettoriale su un campo K, se A,B C V sono sottospazi vet-
toriali diremo che 4 non @ molto pit grande di B e scriveremo 4 < B se esiste un
sottospazic ¥ di dimensione finita tale che 4 C B + F. 5i vede subito che si tratta
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i una relazione di ordine e quindi A ~ B © A < B,B < A & una relazione di
equivalenza.

ESERCIZIO 9: Se A < B allora f{A) < f{B) per ogni f applicazione lineare.

EseRreizio 100 300 A0 < Nfa By se e soltanto se A; < B; per ogni 4, 5.

Fissato un sottospazio A C V si definisce
E = {f e Homg{V, V)| (A4} < 4}

Ey={f e Elf{V) < A}
Ey = {fe L] f(4) <0}
E() = El M EQ
Si vede immediatamente che £, By, £y, £y dipendono solo dalla classe di equivalenza
di A.
Esgrcizio 11:  E, determina unicamente la classe di equivalenza di A.

ESErCIzIO 12: f € E se escltantose AN foHA) ~ A,

Lemma 5.1. Ey, By, Fy sono ideali bilateri delle K -algebra-FE ¢ E| + By = E.

Dim. La verifica che gli E; sono ideali bilateri di E @ banale ed & lasciata al lettore.
Punque Fy + E; & un ideale ed ¢ sufficiente dimostrareche 1 € By + Fy,se mV = 4
& una proezione allora r € By, 1—nr € B e l=a+ (1 —m). a

Se F ¢ Ey & un soitospazio vettoriale di dimensione finita & possibile trovare
sottospazi C C AC Btaiche C~ B, fIVIC B, fiC} =0 perogni f € F el
definisce una applicazione lineare Try: F — K definita da

Try(f} = Tracciag;o(f)

Dalle proprieta dell’operatore traccia negli spazi vettoriali di dimensione finita segue
faciimente che Try non dipende dalla particolare scelta di ¢ ¢ B e passando al limite
inverso si definisce una applicazione lineare Try: By — K.

Lemma 5.2, Siano f,g € E tali che fg,0f € By (od esempio se f € By, g& Ep ).
Allora Try{fg) = Trv{gf).

Dim. Sia ¢ C 4, C ~ A tale che fg(C} = gf{C) = 0, a meno di sostituire € con
CnfHA)ng{A) ~ C possiamo supporre f(C),g(C) C A.

Esistono allora morfismi fra spazi vettoriali di dimensione finita

A+ f(A)+ fo(V) o, A+ g(A) + gf(V)
C+ f(C) i C + g{C)
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e si usano le ben note proprietd della traccia. 1
Sia K ¢ EF una K-sottoalgebra commutativa, V & allora un K -modulo ed 4
un sottospazio tale che f4 < A perogni f € K.
Tl nostro prossimo obbiettive & quello di associare alla classe di equivalenza di A una
applicazione K-lueare
resh: Qe —K

Sianc f,g € K, per il lemma 5.1 & possibile scrivere (in modo non unico) f = fi + fo,
g=q+az, fi,0 € E;. Sinotiche [f1,5] € E: eche [fi,;] = f, 9] =0 mod{ £y,
dunque [fi,g1] € £y ed & ben definito Try[fi, 1], St noti che per il lemma 5.2 la
traccia di [fi,g:] non dipende dalia particolare scelta di fr,g: e che & chiaramente
bilineare in f e g.

Si pone per definizione resi( fdg) = Pryifi, g1}, per verificare che si tratta di una
buona definizione bisogna dimostrare che Uapplicazione lineare

Try{«-;, —-1]: Kog K -+ K

si annulia sul K -sottospazic vettoriale generato dalle espressiomi f ® hg ~ fA @ g —
gf ® h. Fissati fi, ¢, by si pud prendere (hgh = g, (fhhi = fiha, (9 = o h
¢ Pannuliamento segue dalla relazione

I hagd = [fhe 1) — o fr, e = 0.

Si noti che se A; ~ Ay allora resy = rest. -

Esiste una utile formula per il calcole del residuo, se 71V ~+ 4 & una proiezione

si pud prendere fi = wf, g1 = wg e quindi
res (fdg) = Traccia s cn f, 7g] (5.3)

dove €' = {z € A f(x),g(z) € A} ~ A, Infatti [7f,7g}(V) C 4 ese z € C allora
frf,mglz = n[f,glz = 0.
fn particolare se V C V' & una inclusione di K -moduli allora resl = resy .

Si noti anche che r‘esz(fdg) o+ res%{gdf} ={ perogni f,g€ K.

Proposizione 5.4. Nelle notazioni precedenti:
1) Se f(A) C A, g(A) C A allora resy (fdg) = 0, in particolare se A & un K-
sottomeodulo di V il residuc & identicamente nullo.
2) Per ogni g € K, n> 0 vale res’{{(g"dg} = 0.
3) Se g€ K ¢ invertibile e n € -2, res’ (g7dg) = 0.
4) Se g € K ¢ invertibile ¢ g(A) C A allora res (g7 'dg) € uguale alla traccia
dell’identita in Afg(A).
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Dim. Il punto 1) segue immediatamente dalla formula 5.3. Nel punto 2), fissato g1 si

pud prendere (g™); = g} e quindi (g}, 1] = 0. Se si pone A= g~!

al punto 3) si ha
g"dg = —h7?"dh e la tesi segne dal punto 2.

Per dimostrare 4) si applica la formula 5.3, si ha quindi C = g{A) e per ogni 2 € 4,
[rg~t, mgle =z — g{wg~z). 8]

Vediamo infine come si comportano 1 residui con le successioni esatte.

Proposizione 5.5. Sia 0—l 3V -2 W 30 una successions esatta di K -moduli
esic A CV un K-softospazio tale che f{A) < A per ogni f € K. Siano A, = ANV,
Ay = plA), allora f{A) < A; perognii=12 ¢ f €K cvale

T‘BSX == 7’65%1 + resg;

Dim. Sia F ~ © un sottospazio di V' tale che f(A) C A+ F, & allora ovvio che
Fld2) ¢ 4y +p(FY, fFlA) CUN{A+ F). Un semplice conto di algebra lineare che
lasciamo per esercizio mostra che

Un{d+F)

< d
" < dimy F

dimp

e quindi f{4;} < Ar.

Fissiamo delle proiezioni 7, 7,7 tali che il seguente diagramma sia commutativo

6 — U — VvV 5 w — 9

J’“’z 1 kid J'TQ
0 — A = A 5 Ay — 0
Siano f,g € K fissati e sia C = {z ¢ A| f(z),g(z) € A}. Allora C & contenuto nel
nucleo di [7f,7g] e quindi CNU C kerfr f, mgl, p{C) C imaf, m2gl. Una semplice
verifica mostra infine che il seguente diagramma & commutativo con le righe esatte

44 1 —_ A hid AZ

0 — 0
FNYs, c 20
‘it’{ffxf.ﬂig} ;L[Wf‘frgi Ai{{”?f,ﬁsi]
H P 74
[t S U Y ]
0 Y, G 20

La tesi segue dungue daila formula 5.3 e dal comportamento della traccia rispetto alle
successioni esatte di spazi vettoriali di dimensione finita. &

Corollaric 5.6. Siane 4, B C V sottospazi tali che f{A) < A, f(B) < B per agni
fe K, allora anche f(ANB) < ANB, flA+B) <A+ B perogni f € K e vale

'resz -+ res‘b = 'resZﬂB + TESK+B<

s
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Dim. Siconsideri A@BC V3V, echiaroche f(ABB) <A@ DB perogni feK e
ver la proposizione 5.5, ?"eszgg = resh + resg .

Applicando invece 1a proposizione 5.5 alla successione esatta
DotV eV @ VL3V a0, plz,y) =z —y
si ottiene p(A®B) = A+B, VN{AGB) = ANB e quindi res 2L = resl, g+resig.

3

Nota: le definizioni ed { risultati di questa sezione sono tratti da [Tal.

8. I teorema dei residul e seconda parte del teorema di Riemann-Roch,
Sia X una curva liscia proiettive su un campe K algebricamente chiuso e sia K =

K(X). Nelle notazioni della sezione S perogni f € K, p€ X vale fO, v < Oy x ed

¢ possibile definire il residue

. N ¢

resp:Qx ~ K respi=resp o
Siccome fOp y T Op x seesoltanto se f & regolare in p, dalla proposizione 5.4 segue
immediatamente che se w & una forma differenziale regolare in p allora resy{w) = 0.
Sempre per la proposizione 5.4 se ¢ & un parametre locale in p vale

1 sen=-1

thdt) =
resp("dt) 0 altrimenti

Se § ¢ X & un qualsiasi sottoinsieme si pone
Ox{8) = MpesOs x, resg = Tﬁsgx{sy

Si noti che Ox(X) =K ~ 0 e quindi resy = resf = resff =0.

Teorema 6.1. Per ogni w € N1y, S C X vale

ress{w) = Zresp(w).

peS

Dim. w & regolare in S eccetto al pill in un numero finito di punti e quindi la formula
precedente ha perfettamente senso.

Sia Rs ¢ R il K -sottospazio vettoriale delle ripartizioni su S, linclusione § C X
induce una proiezione naturale R-ZsRs-—+0. Si identifichi K con il sottospazio di

Ry delle ripartizioni costanti, per 1 risultati delia sezione 5 si ha ress = 7'635?{ (5"
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Per ogni divisore D € Din(X} si pone Rs(D) = p(R{D)} C Rs, si noti che Ox(38) =
K M Rglf) e quindi per il corollario 5.6

- Rs Rs Rs
ress = resyp” + resgsm} MSRS(OHK

K ¢ Rg & un K-sottomodulo e quindi resﬁs = 0. La proiezione p induce una
applicazione surgettiva R/(B{0) + K)— Rg/{Rs(0) + K) dalla quale si deduce che
R5{0) + K ha codimensione finita in Rg e quindi resg (0K = resR =9,

Resta quindi da dimostrare la formula

Tesﬂgm Z res Z resp(w)

peS pES

Slano f,g € K tali che w = fdg esia T C 5 il sottoinsieme dei punti dove f e g
sono regolari, 5 — T & un insieme finito di punti e vale Rg(0) = Ry {0}@ @ O,.
peS~-T

Per il corollario 5.6

'res‘RQ 0)(fdg) = ?"ESRT 0} (fdg) + Z FES fdg
peS-T

e siccome fR7p(0) + gRr{(0) C A7(0) per la proposizione 5.4 il primo termine della
sommatoria & nuilo e la dimostrazione & conclusa. [}

Corollario 6.2.{Teorema dei residui) Per ogni w € Qx, 3, oy resy(w) =0.

pE
Dim. Per il teorema 6.1 tale somma & uguale a resy{w) = 0. ad

11 teorema det residui permette di definire in modo canonico un isomorfismo di
K (X} -spazi vettoriali monodimensionali Qx = J dove per w € 1y e r € R si pone
w(ry =3 cx respir{piw).
Infatti la definizione mostra immediatamente che w definisce un elemento del K-duale
di R, dalle proprieta elementari dei residui segue che w = 0 su R{div{w)} mentre per
il teorema dei residul w = 0 su K(X). Dunque w € I{div{w))¥ < J.
Sia A un divisore canonico e sia w € T{K )Y un differenziale non nullo, allora, siccoms

R(K) +K{X) ha codimensione 1 deve necessariamente essere R{K)+ K(X) = kerw.

Voghamo dimostrare che K = div{w).
Sia p € X, t parametro locale in p e sia A = ordy(K), abbiamo visto che, dato
un intero § < A, ia classe della ripartizione ro: r{g) = 0 se q # p, v{(p) = 71
@ una base di J(K) per s = h menirese s < h & r, € R(K), dunque w(r,) =
resy(t7°7w) # 0 se e soltanto se s = h e quindi necessariamente ord,(w) = h.
Abblamo quindi dimostrate

Teorema 6.3. X curva Hscia proieftiva, un divisore é canonico se e soltanio se & il

divisore di un differenziale razionale.
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Coroliario 6.4. X curve liscia proietiiva, sia data per ogni p € X una applicazione
K -tineare sp:Qx - K con le seguenti proprietd:

1) sp(w) =0 se w & regelare in p,

2) 3 ex Splw) =10 per ogni w € 0.
Allora esiste una costante o € K tale che per ogni punio p vale s, = ares,.

Dim. Ripetendo il ragionamento fatto nella dimostrazione del teorema 6.3 si dimostra
che le funzioni s, possono essere utilizzate per costruire un morfismo Qx — J C RY
e siccome J ha dimensione 1 su K(X) esiste una funzione razionale f tale che per
ogni p € X, w € Qx, r € K(X) vale s,(rw} = res,(frw) e dalla proprieta 1) segue
immediatamente che f non possiede poli e quindi & una funzione costante. a

Corollario 6.5. I divisore di un differenziale razionale ha grado 2g - 2.

Dim. Per il teorema 6.3 il divisore di un differenziale & canonico, se K & canomico per

Riemann-Roch vale
g—1=h0(K)—Rr%0) =deg(K}+1—g
da cul deg{K) = 2g — 2. 1

Corollaric 6.6.(Formula di Hu’rwitz) iz f1 X - Y un morfismo separabile docil-

menie ramificato tra curve liscie proiettive, allora

26(X) - 2 = deg(£)(2g(Y) = ) + ¥ _{ex{f) — D).

peX

Dim. Se w & Ny, w#0 allora f*w # 0 e per i risuitati della lezione 4 vale

div(f*w) = fdivlw) + D (ex(f) ~ 1)p
pEX
Si poti che se f & separabile ma non docilmente ramificato vale comunque la relazione

div(f*w) > frdiv(w) + Y {ex(f) ~ 1p 0

pEX

Corollario 8.7. [l K -spazio vettoriale dei differenziali che sono regolari in ogni punto

di X ha dimensione g.

Dim,. Sia w # 0 un differenziale razionale fissato e f € K(X}, allora fw & regolare in
ogni punto di X se e soltanto se f € HO(div{w)). 0

Lemma 8.8. Siano A, B divisori su X tali che h°(A) > 0,R%(B) > 0, alloru vale

KO(A+ B) > W{A) +h"(B) - L.
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Dim. (cf. Esercizio 111.25) Se p € X & un punto tale che A%(4 — p) = h%(4) ed il
lemma vale per A — p, B allora a maggior ragione vale per A, B. Possiamo quindi
supporre senza perdita di generalith che per ogni p € X, h%(A —p) < h%(4). In
particolare, essendo k infinito, per ogni sottoinsieme finito 5 C X esiste g € H 5(A)
tale che, detto 4, = A+ div(g), ordp{Ay) = 0 per ogni p € S.
Sia dunque f1,...fs una base di HY%B), g1,....0: una base di HOY(A) tale che per
ognl pe X

ordy (A + div(g))-ordy{B +div(f1)) =0 (%)

Ciog 1 divisori effettivi Ag,, By, hanno supporii disgiunti.

E sufficiente dimostrare che le funzioni razionali f1g1. fig2, - J19a, f291, -, fsg1 s0n0O
linearmente indipendenti. Sia fl(zigi aigi) = (}:22 3;f5)g1. se tuttii G; sono nulli
allora, siccome fy # 0 ed i g; sono linearmente indipendenti deve essere o; = 0 per
ognl 4.

Se i 3; non sono tutti nuli st ha
(B-+div(f)) + (A + div(> aig)) = (B +div(D_ Bif;)) + (A + din(g1))

¢ dalla relazione (*) segue che B+ div(fi) < B+div(3_5;f5), Y85 f,) non ha
poli ed & quindi una costante. [

Teorema 6.9.(Clifford) Se D & un divisore speciale effettivo allora
1
WD) < ~§deg(D) +1

Dim. Speciale effettivo significa che h°(D) > 0, hO(K - D) > 0, per il lemma 6.8 ¢
per il teorema di Riemann-Roch

KO(D) — RO(K — D) = deg(D) +1—g

ROD)+hMK ~D)<h"(K)+1=g+1

Sommandoe membro a membro 2h°(D) < deg(D) + 2. a

E possibile dimostrare ([Ha] p. 344) che se per un divisore effettivo speciale D # 0, K
vale 200(D) = deg(D) + 2 aliora esiste un morfismo f: X — P* di grado 2 ed un
divisore Q € Div{P') tale che D = f*Q.

7. Esercizi complementari

ESERCIZIO 13: Se X & una curva liscla proiettiva, dimostrare che tutti anelli di

valutazione di K(.X) contenenti K sono K(X) e gli anelli localt Opx, p€ X.
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{Sugg.: Utilizzare i risultati del capitole 5 di [A-M]. Cf. anche {{Ha, Es.11.4.12]},

Esgrcizio 14: Sia K di caratteristica 0, senza utilizzare 1 risultati del capitolo V,
si provi che la curva X ¢ P? di equazione 2§ + o} + 23 = 0 non & isomorfa a P7 per
n > 3. {Sugg: Si assuma per assurdo che X = [P}, allora tutti i parametri locali sono
sspressioni razionali 'uno delt'altro. Scrivere le x; come polinomi i un parametro Jocale
t e derivare.).

EsercIzio 15; Dato un morfismo surgettive ¢ X — Y tra curve liscie proietiive ¢
due funzioni razionali f & B{X),g € B(Y} 8 ha ¢.{div(f)) = div(dets(f)), div(¢ g) =
#"{dinlg)), dove si intende con dety: K{X) — K(¥) il determinante.

FSERCIZIO 16: Utilizzare gli argomenti usati nella dimostrasione del teorema 4.3 per
dimostrare che un campo K di caratteristica p > 0 & perfetto se ¢ soltanto se K¥ = K.

EsERCIZIO 17: Dare una dimostrazione aiternativa del teorema 4.3 utilizzando i teo-

rema 4.1,

FSERCIZIO 18: Dimostrare la seguente generalizzazione del teorema 4.3.

Sia K perfetto di coratteristica p, K C K estensione fimtumente generale ¢ LTI ST
una base di trascendenza tale che per ognd 4, t & KP{t, . fi1).
Allora K ¢ separabife su ({1, ..., L)

ESERCIZIO 19: Se I/ ¢ X # un aperto affine §2x (U} & un Ox (U}-modulo Noetheriano
isomorfo a Do, () g/ /lorsione. (Sugg: Se U ¢ A" e z¢,..., 2, sone coordinate affini,
mostrare utilizzande ia partizione dell’unita che dzi, .., don s0mo generatori],

FspRcizio 20: Trovare una varietd affine irriducibile X tale che Qg (xy/x possiede
torsione come Chy (X)-modulo. {Sugg: Provare con X C A? curva singolare).

ESERCIZIO 21: Utillezare {[Ha} 1.6.12) per dimostrare che ogni morflsmo dominante
di curve liscie proiettive & la composizione di un morfismo puramente inseparabile e di un
morfismo separabile.

ESERCIZIO 22: La nozione di traccia di un endomerfismo di uno spazio di dimensione
Bnita si estende in modo naturale aglt endomorfismi di potenza finita di V', cioe agh
endomorfismi # tali che per n >> 0, §" ha rango finito,

ESERCIZIO 23: Nelle notazioni delia proposizione 5.4, se fAy < Ay, fdz < Az & vero
che fA < A7

ESERCIZIO 24: (Teorema di Liiroth)

Sia f: X — Y un morfismo surgetiivo di curve liscie profettive, allora g{X) > (V).
(Sugg.: Se f non & separabile si fattorizzi con il Frobenius}.

ESgERCIZIO 25: (Teorema di Weber, 1878)

In caratteristica 0 ogni applicazione razionale noncestante tra due curve liscie proiettive

di genere g > 0 & un isomorfismo.
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