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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1. ~ But de 1’étude.

Dans cette étude, je présenteral quelques méthodes pour la
résolution des. équations stochastiques, en envisageant
principalement les équations de Navier-Stokes stochastiques non
homogénes, équations décrivant le mouvement d’un fluide visgueux
incompressible non homogéne soumis a une perturbation aléatoire.
Cette étude nous conduira 3 des théorémes d’existence pour ces
derniéres équations et pour les égquations stochastiques dy type
Navier-Stokes en plusieurs ;'qrmes et avec plusieurs conditions,

Pour atteindre des résultats sur 1’ existence de solution des
équations de Navier-Stokes stochastiques non homogénes, ont &té
nécessaires de nouvelles techniques ~;i».méme de nouvelles
formulations du probléme dans le cadre de la théorie des équations
stochastiques. Méme sl ces nouveaux instruments sont développés
dans la structure particuliére des égquations de Navier-Stokes
stochastiques non homogénes, ils auront sans doute des caractéres
généraux pour les équations aux dérivées partielles stochagtiques
ou pour les équations stochastiques dans des espacés abstraits,

comme on le verra dans la résolution de problémes de martingales

pour les équations stochastiques du type Navier-Stokes & valeurs



dans des espaces de Hilbert avec des conditions assez faibles.

D' autre part, des technlques développées dans la théorie des
équations de Navler-Stokes et des équations de Navier-Stokes non
homogénes sont constamment employées dans cette étude, ce qui
constitue un 1lien é&troit entre cette étude et la theéorie
umathématique bien connue de mécanique des fluldes. En effet, les
résuitats‘que je montreral seront, dans une bonne approximation,
des versions stochastidques des théorémes d’existence de Hopf [HI
pour les équations de Navler-Stokes et de Kazhikhov [KI, [AKM]
pour les équatlons de Navier-Stokes non homogénes.

Je tiens & remercier tout particuliérement les profesgeurs
Giuseppe Da Prato {Pise), Sergio Albeverio (Bochum), Maurizio
Pratelll {(Pise) d’avoir accepté la peine d'examiner mon travail.
Je tiens A remercler égglement les professeurs KGiovanni Prodi
{Pise), Piero Villaggio (Pise), Hugo Beirdo da Velga (Pise), Ana
Bela Cruzeiro (Lisbonne)}, Dietrich K&lzow (Erlangen} pour les

discussions utiles que j’'ail eueg avec eux pendant mon travail.

2. ~ Eguations de Navier-Stokes et équations de Navier-Stokes non

homogénes.

Comme on le sait bien {voir par exemple [LanLif}), le

mouvement d&'un flulde visqueux Incompressible est régi par les

équations de HNavier-Stokes. Si on désigne 'par u = ult,x) la
vitesse (au point (t,x)), par p = p(t,x} la pression
hydrodynamique (au point (t,x)), par f = f(t,x) la force

extérieure (au point (f,x)), par p la densité du fluide et par v
le coefficient de ‘viscosité, les équations de Navier-Stokes

s’ écrivent

(1.1) patu + plu-Viu ~ viu + Tp = pf ,
(1.2} Vu=0,
ou
3 3
(v} = § uiax . Viu = § ax u,

Pendant longtemps 1’objet principal des ¢études mathématigues et
physiques a été le systéme d’'équations d’'un fluide homogéne,
c'est-a-dire le cas ol p-et v sont deux constantes positives (ici
¢homogéney» signifie que toutes les parties dﬁ fluide ont les mémes
propriétés matérielles).

Or, nous nous intéressons auss! au mouvement d'un flulde
visqueux incompressible non homogéﬁe. I sfagit, par exemple, d’'un
mélange de deux matiéres fluides ou d’'une solution dont 1la
concentration varie d’une partie 4 1'autre de 1'ensemble de 1la
solution. Dans ce cas nous avens a considérer p et v comme
fonctions de i‘et de x, fonctlons qui dolvent obéir & certalnes
lois.

Pour un fluide visqueux incompressible non homogéne, les
suppositions q;e la viscosité v = v{t,x) ait partout ﬁne méme
valeur et qu'il n'y ait pas de diffusion de la concentration etr
donc pas de diffusion de lé densité, répondent. & un intérét

mathématique. En effet, les hypothéses de la viscosité constante




et de 1'absence de diffuslon ﬁe la éensité simplifient le systénme
d’'équations a étudier et en méme temps conservent une bonne partie
des caractéres mathématiques qui différencient les équations d’un
fluide non homogéne des équations d'un fluide homogéne. Sous ces
hypothéses, p figurant dans (1.1} n’est plus une constante, mais
une fonction de t et de x et la fonctlen p = plt,x} doit

satisfaire aussi 3
(1.3 6tp + ¥-{pu) = 0. .

L’équation {1.3) représente en effet la loi de congservation de la
matiére sous 1’hypothése de 1’absence de diffusion de la densité.
Cn appelera le systéme ' d’équations (1.1), {1.2), (1.3) 1eé
équations de Navier-Stokes non homogénes. .

Depuls la moitié du X1x® siécle, lg systéme de Navier-Stokes
{1.1)-(1.2) (avec p = Cte) -a été considéré pour décrire le
mouvement des fluides visgueux. Mais pour envisager.ie probléme en

termes de mathématiques d’aujourd’hul, il faudra atiendre les

années trente de notre siécle. En effet, au début des années

trente, J. Leray a publié ses célébres mémoires [Leil], ([Le2],
[Le3] sﬁr ce sujet, qul ont été le point de départ des recherﬁhes
sur les équatlions de Navier-Stokes dans le cadre des mathématiques
actuelles. Parmi 1a 1littérature parue depuis 1lors sur les
équations de Na;ier~5tokes. trés vaste aujourd’hui, une élace de
premier ordre revient éu travail de E. Hopf [B] (1951). En

introduisant une classe de solutions falbles pour. les équations

(1.1)-(1.2), Hopf a démontré 1’existence d’une solutlion faible des

équations (1.1}-(1.2) dans l’intervaile de temps [0,T] donné avec

T > 0 quelcongue. Quant au probléme d;unicité, il n'est, & notre
connaissance, résolu que pour les équations de Navier-Stokes en
dimension 2 (voir {[LioPr]). Pour connaitre les résultats
essentiels sur les équatlons de Navier-Stokes, on peut consulter,
par exemple, la monographle classique de Ladyzhenskaya [Lad] (voir
aussl [T}]).

Pour les équations de Navier-Stokes non homogénes (1.1),
{1.2), (1.3), on doit & A. V. Kazhikhov {K] (voir aussi [AKM]) 1le
théoréme d’existence. Le probléme se pose sous une forme faible en
faisant wusage des espaces fonctionnels VO, V’, qui seront

constamment utilisés dans la sulte. Soit ¢ un ouvert borné de R°

dont la frontiére 30 est assez réguliére. On pose

(1.4) V" = {u e (€200 Vou = 0 dans 0 ),
(1.5} v® = adhérence de ¥V dans (L%(0))3,
{1.6) v' = adhérence de V* dans-(81(0))3.

On a alors le
THEOREME {de Kazhikhov}. Si

f e Lito, 11200, u, v°, P, € L®(0},

- <
¢ esieénf po(x) = ess_sup po{x) < o,
alors il existe une paire de fonctions (u,p) telle que

(1.7 u e L2000, T:V")nLl0, 17",



(1.8) p e L%010,TIxO),

T 3
“. [pu-(8,& + (4-9)8) ~ » T u -V8 + pf-dldxdt =
o 0 1=1

(1.9
= - Jopouo-é(O,X)dx
pour tout ¢ e Cl(O,T;Vl) tel que &{(7,:) = 0,
T
(1.10) jf p(ap + (u-Vpldxdt = - J p,#(0, x)dx
o’ O ) .
pour tout ¢ € cHo, T, (0)) tel que ¢{T,') = 0. o
Ici et dans 1la suite, 1le symbole -+ entre deux gquantités

vectorielles désigne le produit scalaire, ¢’est-d-dire, on a, pour

a, b e Rg,

On trouvera la démonstration de ce théoréme dans [AKM].

Les techniques avec lesquelles Kazhikhov démontre ce théoréme
d’existence seront utilisées trés fréguemment dans cette étude
souvent sans rappeler la référence. Je renveie le lecteur & [AKM]
pour les considérations détaillées sur les équations de Navier-

Stokes non homogénes.

3. - Equations de Navier-Stokes stochastiques et équations de

Navier-Stokes stochastiques non homogeénes.

Le fluide, en tant gu’ensemble de molécules privées de lien
rigide entre . elles, est inévitablement assujetti a des

fluctuations. Ceci pose le probleme des équations du mouvement

d’un fluide qui tiennent compte de 1la wvariation due & ces
fluctuations. 0Or, la description des fluctuations ne peut, par
suite de leur nature propre, étre que probabiliste. Dans les
équations qu'on aura & envisager pourra donc figurer la
contribution des fluctuations sous la forme d'une perturbation
stochastique.

Il est vral que 1la nature et la structure des fluctuations
sont des problémes A& la solution desquels la physique statistique
deit encore consacrer de grands efforts. Des recherches
mathématiques sur les relations entre le mouvement microscopique
et le mouvement macroscopique ou entre la théorie cinétique et la
mécanique des milieux continus pourraient contribuer & ce but.
Mals ces recherches, exigeant des méthodes assez différentes de
celles employées dans la ﬁrésente étude sur les équations
stochastiques, ne pourrontl étre réalisées que dans d’autres
travaux.

Les fluctuations sont, par définition,. petites. Lorsque le
mouvement d'un fluide est stable, les petites variations restent
petites. Mals, sl le mouvement n’est pas stable, les petites
variations peuvent provogquer de grandes variations de mouvement.
Le premier exemple de 1’'instabilité est le cas ol le nombre de
Reynolds est assez grand., On observe alors en effet le phénoméne
de la turbulence. Le deuxiéme exemple est le cas d’un flulde non
homogéne se trouvant dans un domaine ¢ c R® sous le champ

gravitationnel (0,0,-g} et satisfaisant &



u(t,x) = 0, plt,x) = E{xa)
partout dansg R+x0. Cette paire de foéetions {u,p) est, comme on
peut le vérifier facilement, une solution permanente des équations
de Navier-Stokes non homogénes, gquelle que soit 1§ fonctlon p.
Mais, si la fonction p n’est pas décroissante, cet état de repos
n'est pas stable et une petite variation produira un mouvement
dont 1’allure s’écartera largement de la solutionu =0, p = p.
Nous nous intéressons alors aux équations de Navier-~Stokes et
aux équations de Navier-Stokes non homogénes en présence dfune
perturbation stochastique. Du point de vue mathématique on désire
étudier les équations avec une perturbation stochastique donnée
sous une forme suffisamment générale.
| Or, comme 11 s’agit, dans cette étude, d’'un fluide
incompressible, 11 convient dé considérer le champ de vitesse u
comme une fonction de t a valeurs dans 1’ espace v® et &’ introduire

la projection orthogonale Pr:
{1.11) Pr = projection orthogonale de’ftsz)}a sur V°.

Alors, quel que soit p & H{(0), on a
Prip = 0.
Si on applique 1'opérateur Pr & 1'équation (1.1]), elle se réduit a
Prpatu + Prplu-Vu - Prvbu = Prpf,
Cette équation, jointe & la condition
1

(1.12) u(t, ) e v,

peut se substituer au systéme d’équations (1.1}, (1.2} (pour les

détails du raisonnement, voir [Lad}l). Si on considére la présence
d’une perturbation stochastique sous la forme d'une perturbation a
la force extérieure, alors on aura a considérer 1’équatien

stochastique
(1.13) Prpdu + (Prp{u'Vlu - PrvAul}dt = Prpfdt + PrpdG.

Dans cette étude on se limite 5 considérer 1'équation (1.13)
dans laquelle G est un processus a valeurs dans VO. ce dui peut
étre Jjustifié si on considére la différence G{t+At)} - G({t) comme
variation du champ de vitesse u par rapport a la soiution des
équations (1.1)~{1.3) pendant la période [, t+At].

S$'il s'agit d’un fluide non homogéne, le systéme d’équations

est complété par

(1.14) atp +uVp =0,

qui n'est rien d’autre que (1.3).
) On appelera ie systéme d’'équations (1.13), (1.14) avec la
condition (1.12)} les équations de Navier-Stokes stochastiques non
homogénes. Si le flulde est homogene, on a

‘ . p = Cte > 0,
et donc 1’équation {1.14) sera superflue. Dans ce cas, le systéme
d’équations sera  appelé les équations de  Navier-Stokes
stochastiques.

Pour compléter le probléme, on aura besoin des conditions

initiales:

(1.15) =u_,

u{t:o T Yo



{1.16) pit=0 =p, -
La condition aux limites consistant en 1}’ adhérence du fluide a la
frontiére est contenue dans {1.12). S5i on veut considérer d autres
conditions aux limites, il faut modifier la condition (1.12).

Les égquations de Mavier-Stokes stochagtiques ont été, dans la
forme indiquée ci-dessus, étudiées par A. Bensoussan et R. Temanm
{BT], qui, considérant une classe d’équations un peu plus large
dite équations stochastiques du type Navier-Stokes, ont démontré
1’existence d'une solution faible. Or, dans leur travail {BT], ils
ont supposé une régularité majeure (par rapport aux coordonées
spatiales} de 1la perturb&tion G, de sorte que la résoluticn de
1"équation stochastique se réduit, pour chaque élément w de
1’espace de probabilité Q, & celle d’une équation déterministe.

D' autre part, M. Viet [Vvi], (V2] a étudié le probléme de
martingales correspondant aux équations stochastiques du fypé
Navier-Stokes et a démontré le théoréme d’existence pour le
probléﬁe. La formulation du probléme de martingales lui a permis
d’affaiblir la condition sur la régularité spatiale de lé
perturbation donnée G, mais sa méthode a été conditionnée par le
fait yue G est un processus de Wiener dans 1’ espace vo.

. G = W.

Comme on verra dans le chapitre 5 de la présente étude, des
théorémes . d'existence pour le probléme de martingales
correspondant aux équations stochastiques du type Navier-Stokes

sont démontrés avec des conditions plus falbles que celles que

10

Viot V1], [V2] a imposées.

Tandis qu'une solution des équations de Navier-Stokes
stochastiques est déterminée par un processus u a valeurs dans
1’egpace de Hilbert Vi, qul est un sous-espace dé 1" espace de
Hilbert Vo. pour déterminer une solution des équations de
Navier-Stokes stochastiques non homogénes, il faut non seulement
le processus u mais aussi un processus p 4 valeurs dans un espace
qui n'a pas de structure d’espace de Hilbert. L'accouplement de
1"équation (1.13) & 1’équation {1.14) ne permet pas 1}’application
immédiate des méthodes de [BT] et de [V1}, [V2] aux équaticns de
Navier-Stokes stochastiques non homogénes. Dans le chapitre 3 de
la présente étude, on verra comment pour les équations de Navier-—
Stokes stochastiques non homogénes on peut obtenir un résultat
analogue & celui de [BT] en utilisant dés idées et des techniques
de [K], [AKM] et de [BT]. Dans le chapitre 4, on envisagera le
probléme de martingales correspondant aux équations de Navier~
Stokes stochastiques non homogénes. Pour cela, des méthodes de
Viet [v2] sont utiles, mais il sera essentiel d’ introduire un
nouvel espace produit; toutes les informations sur une solution
approchée seront traduites en une mesure de probabilité définie
sur cet espace prodult et on pourra chercher la convergence de
solutions approchées grice a la topologie de cet espace produit.
Cette nouvelle méthode nous permettra de surmonter la difficulté
causée par 1’accouplement de 1'équation (1.13) & 1’équation

{1.14}.

11



4. - Remarques sur les notations.

i} Bien que la notation simplifiée (-,-) pour le produit
gscalaire soit courante, nous désignons par
CNED!
le produit scalaire dans L2(0) ou (LZ(O))a. pour éviter
1'équivoque entre le produit scalaire et une simple palre
d'objets. Nous nous servirons aussi de la notation
{(Vu|vv)
pour désigner

3
§= (8x ujlax v}).

i, 3=1 3 i

Quand il s'agit d'une généralisation (de toute sorte) de ces
produits scalaires, nous employefons la notation
<oy e,
11) Quand le cheoix de 1'espace de probabilité (R,¥%,P) n'a pas
d’importance particuliére, on désignera alors par w son élément
générique sans mentionner explicitement I’espace 0 auquel
appartient w.
1ii) Etant donné un espace de probabilité (R,%,P), on écrira
p.s. pour dire «presque strement par rapport a (R,%,Pl». Mais
lorsqu’on se donne plusieurs espaces de probabilite (Q,%,P),
(¥ ,%',P°), etc... dans un probléme, on écrira P-p.s., P'-p.s.,
etc... pour préciser gu'on veut dire «presque sUrement par rapport

a (R,9,P)», «presque slrement par rapport & (Q,% P’ )», etc...

12

De maniére analogue, E désignera 1’ espérance mathématique par
rapport a (Q,%,P), s'il n'y a pas de risque d’ équivoque. Mais dans
le cas oll l'on a besoin de prééiser 1’espace de probabilité par
rapport auquel on considére l'espérance mathématique, on employera
les notations EP' EP" etc... pour Indiquer 1'espérance
mathématique par rapport & (80,%,P), celle par rapport a
Q' ,% ,P'), ete...

iv) Les wvaleurs des fonctions u, p, etc... dépendent
naturellement de w € Q {ou & € Q' etc...}, t & [0,T], x € 0. Mais

on écrira ces arguments seulement quand il sera utile de les

indiquer explicitement. On écrira par exemple
ulw:t,x) ou ulw;t}) ou u{t) ou ulw) ete...

selon 1'utilité de 1'indlication explicite des arguments. On
utilisera aussi des notations avec + & la place d'une variable,

par exemple,
ulwyt,) ouult, ), ete...,

lorsqu’'on veut soullgner le fait qu'on considére ces fonctlons
comme éléments d’espaces de fonctions de la variable indiquée lci
par -. Malgré la variété des notations, on comprendra strement

leur signification par le contexte.

13



CHAPITRE 2

SOLUTIONS APPROCHEES

1. « Préliminaires.

Dans ce chapitre, nous allons é&tudier les solutions
approchées des équétions de Navier-Stokes stochastiques non
homogénes. Les solutions approchées vont étre obtenues par la
méthode de Faedo-Galerkin, en s’ appuyant sur des idées illustrées
dans [AKM] pour le cas déterministe. Or, nous ne citerons pas la
référence toutes les fols que nous utiliserons ses idées, car il
faut souvent les tradulre en d'autres formes pour les adapter au
cas stochastique.

Nous rappelons avant tout quelques propriétés des espaces
fonctionnels dont nous nous servirons dans la suite. Ce sont solt
des propriétés connues soit leurs conséquences immédiates (voir
[Ladl, en particulier, chap.2, §4; vwvoir aussi [T]); Ieur
démonstration servira a migux rappeler les . structures
fondamentales de ces espaces. Nous précisons la régularité du
domaine ¢ seulement s’11 y a un risque d’équivogue. Autrement nous
supposons  toujours que 30 est suffisamment réguliére, sans
toutefois le dire expressément.

Comme on le sait bien, 1'opérateur ~Pr& est autoadjoint et

défini positif, et ses vecteurs propres normalisés ej forment wune

14

base orthonormale de 1’ espace VO, gui est un espace de Hilbert,
Ordonnons les indices j de ej de maniére que les valeurs propres

A correspondant & eJ vérifient la reiation.aj = Aji1‘ On a alors
3

O <h A S o0 SA =
(2.1}
AJ —3 @ pour j —» .
PROPOSITION A. Si O est de classe ¢ (r = 2), alors pour

tout j € N et pour tout s € N tel que s = r, la fonction ej(x)

appartient a w0 a

DEMONSTRATION., D' aprés le résultat de Cattabriga [Cal, on a

ﬂUH(HE(O)]3 = chN{Hs—z{O))a ,
si u et f satisfont aux relations

-Prau = £ {dans @),

ulao =

Donc, de la relation

il
4
ju]

~Prhe
1 13

ou

x ke
- = A e
{~Pri) ej 1%
on déduit que
e e w*on’

pour tout s € {0,2k] {voir {Ladl,chap.2,84), ce qui nous conduilt a

la proposition.g

Définissons également l'espace

- 15



(2.2) v = vt o
PROPOSITION B. Pour s =0, 1, 2, on a

0 w0 .
(2.3) V={u=Tae,a eR [2%°<w}.ao
Je1 3] J ya1 1

DEMONSTRATION. Comme {ej} est une base orthonormale de V°,
il est évident que (2.3) est vrale pour s = 0. |

Pour s = 1, (2.3} est la conséquence de 1’équivalence entre
la norme de (Hi(@))a et celle définle par le produit scalaire

1/2

(v-jv-) et de la relation

N
¥ Ajaj = (VUNEVUN} ( W =
j=1 B

¥ 1=

ae, a R, NeN .
s 33 b )

Pour 1’équivalence dey normes qu’on vient de mentionner, il est
essentiel que O soit borné.

S1 on rappelle la définition de AJ, la relation (2.3) pour
s = 2 découle du résultat de Cattabriga [Cal. Ce dernier implique
en effet 1'équivalence entre la norme de (H°(0))° et H—Prﬁvnvo

pour les éléments de Vl.i

En utilisant (2.3), on définit pour tout s e R, 1’espace Ve

s o o
V= { u:u=%Yae, a ek, § A’ < w }
ja 1 o

muni de la norme

[:-]
Bull,s = ( § a%a®)/2,
4 g 13

PROPOSITION C. Si O est de classe ¢ (r = 2), alors pour

s € MNtel que s s r et pour u e Vs, on a

H”“(ﬁ“(o))a = c{s)Hunvs < c’(s)ﬂuﬂ(gs(o))3,

16

ot cl(s} et ¢’ {(s) sont des constantes qui dépendent de s mais pas

de u.n

DEMONSTRATION. Il suffit de rappeler qu’en vertu de [Cal on

a
Bub s g)y3 < CH-Proull pe-z o113 (€ V'nE (0))°, s = 2)
et que
Ve = (-Pra)%e (m=0,1, -+ ) . §
51 _ 3
Désignons par Vm le sous-espace de s engendré par
{91,62, S ,em}. En vertu de la construction de Vm et de la

proposition €, il est évident que, si O est de classe ¢ (r z 2),

alors, pour tout n e N et pour tout s € N tel que s = r, on a
(2.4) v ¥ c (O

On définit la projection Prm:

(2.5} Prm = projection orthogonale de (t201)* sur ?m.

Avant de formuler le systéme d’équations pour 1’ approximation
de Faedo-Galerkin, nous allons citer Jle résultat classique

concernant 1’équation (1.14)}.

LEMME 2.1. Si u € C(0,T;¢ (0"} et si P, € cl(O), alors
1’ équation
atp + u-Vp =0 in {0, T1x0
(2.5)
p!t:o = 8
admet une scolution p € C (10, TIx0) et une seule, et la dépendence

de la solution p € CI(EO,T}xO) des coefficients u €

17



C{O,T;Cl(O}nVO} est continue. En outre, on a

max plt,x) = max po(x} » min plt,x) = gég po{x) vt € [0,T]l.o

DEMONSTRATION. 11 suffit de remarquer que l’équation (2.5)
est résolue par les caractéristiques. Le long de celies-cil on a le
systéme d’équations différentielles ordinaires

dxi(t3

T = (u(tnx(t})Ji {1 = 1» 2! 3)!

d -
FT1 p(t,xi(t},xz(t)‘xs(t}} = g,

Le second membre u(f,x) de la premiére équation est, par
hypothése, suffisamment régulier et on peut donc résoudre
1’ équation. La condition dp/dt = 0 sur les caractéristiques

implique que
{reR: IxeO: r=plt,x} }={reR dxe O r= po{x) }o.

La dépendance continue de p de u est évidente.g

2. = Fromulation des équations approchées.

Dans ce paragraphe, on se propose de formuler précisement les
équations dont les solutions constitueront 1'approximation du type
Faedo-Galerkin du probléme {1.123-(1.16).

Scit m € N. On considére alors les équations suivantes:

{pdule ) =
(2.6) ]
= - (p(u-V)u;ej)dt - (Vu;VeJ)dt + (pfmiej)dt + (pdG“{ej)

Jj=1, ~~, m p.s.,

18

{2.7) Btp +u'Vp =0 dans [0,TIx0 p.s.,
(2.8) ulw;t) V.o VYte [0,T] p.s.,
(2.9)  ulo) =u" p.s.,

(2.10) pO) = p p.s.,

e 20,7 (L2on

2

et " est un processus stochastique continu a valeurs dans Vm
processus stochastique deéfini sur un espace de probabllité
(Q,F,P).

Mais, comme on le verra plus loin, la sclution des équations
{2.6)-{2.10) sera obtenue en résolvant les équations pour chague
w € Q fixé., Nous avons donc & considérer les équations

déterministes

(2.6)bis  (paule ) = - (p(u-Tule )dt ~ (Vu|Ve )dt + (pfmje})dt

+ (pdc”[ej) J=1, -, m,
(2.7)bis Btp +u-Vp =0 dans [0,Tix0C,
(2.8)bis ult) e ¥ vt € {0,T},
(2.9}is  ulO) = 47,

(2.10)bis p(0) "

B
©

ol u;. pz et £ sont comme dans (2.6)~(2.10), tandis que G" est

19



une fonction continue définie sur [0,T] 4 valeurs dans Vm.

Pour étudier les équations de (2.6)bis & (2.10)bis, on pose
o mn
t} = t <3 = s = t N
yj( ) (u }Iej) Y, (uujeJ} rj(t) (" )[ej}

et donc on a
m m 0

ult,x) = ¥ y {tle (x}, u{x) = ¥ ye (x),

At R 0 At

G'(t,x) =
}

alrj(t)ej(x}.

On pose en outre

ajk{t) = Iop{t,xJek(x}-eJ(x)dx,

B, (0 = fg(t,x){{ek(x)'V}ei{x}}'ej(x}dx,

o (t) = f olt, )" (t,x) e (x)dx.
i o 3

Remarquons gque, si {(u,p} est solution du probléme {2.6}bis-

{2.10)bis et si u est une fonction continue & valeurs dans Vm,

alors la matrice a = (ajk{t}) est inversible. En effet, d’aprés le

lemme 2.1, on a
0<c,splt,x)= Ep <w  V(t,x) € [0,TIx0

et donc, pour tout £ eRm\{O}, on a

m m m
i;w a, (158, = J'Op(t,x){ ﬂﬁjej(x}}-{kglﬁkek(xﬂdx =

M) t j=1

= Jep{t,x](v(x)} dx = gpﬁvﬂ(Lz(O}}a gplEl >0,

o vix} =¥ Eje)(x). ce qui démontre 17 inversibilité de o = {ajk}.
J=1

En outre, il est évident gue la matrice « est syméirique. Nous

20

posons alors

L (i,

8}k1(t} = ¥ (& )ji(t)ﬁiki{t)’ wjk(t) {a « .

i=1

m
. «ul o
wj(t} —kgl(a )jk(tJ@k(t}'

ol Ak sont les valeurs propres de -PrA {voir le paragraphe 1.
Nous pouvons maintenant écrire 1’ équation (2.6) sous la forme

suivante

k§1ajk{t)dyk(t} =

= { ? Bjk!(t)yk{t)yi{t])dt - Ajy}(t}dt + ¢J(t)dt
+ § ajk(t}drk{t) j=1, -+, m,

ou, en la multipliant par w@hey,

dy (ty =~ ( T B, A{t)y ()y (t))dt - { T r {tly (thidt
(2.11}) J k,1=1 5 * ! k=1 ¥ k

+ @j(t)dt + drj{f) F=1, -, m
La condition (2.9) se iransforme en
0
(2.12}) yJ(O) = yr

Le probléme (2.6)-{2.10) sera donc résclu gquand le probléme

suivant le sera.

PROBLEME (N)m. Trouver un processus stochastique y & valeurs

dans R tel que y satisfasse aux équations (2.11), (2.12), sil'on

pose

m
ult,x) =Yy (te (x) ,
y=1 b ] 3

et si on définit plt,x) par 1'égquation (2.7} avec la condition
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initiale (2.10) et «, B, 7, ¢ de la maniére indiquée ci~dessus.

3. - Equations linédarisées.

Formuions le probléme linéarisé de la maniére sulvante.
Supposons qué‘§3 (j =1, -+ , m} sont des fonctions réelles

continues définies sur [0,T]. Alors, en définissant

(2.13) ult,x} = Ty (tle (x),
;o) i

on résout 1'équation en p

atB(t,x} + ult,x}-Vp(t,x) = 0 dans [0,TIx0O,
{2.14) {

- _ m

p(os J“pg
(veir le lemme 2.1). Définissons maintenant «, B, ¥, ¢ de la méme
maniére gque nous avons définit «, B, ¥, ¢ dans le paragraphe 2
(naturellement dans la définition de «, B, ¥, @, on remplace la
fonction p(t,x) par la fonction plt,x) donnée par (2.14)}).

A l’alide de ces définitions on pose le probléme linéarisé:

PROBLEME {L]m. Etant donnée une fonction continue y (définie
sur [0,71) & valeurs dans R°, et étant définis «, B, ¥, ¢ de la
maniére indiquée ci-dessus, trouver une fonction y & valeurs dans

m s s % P “ .
R qui satisfall aux équatiocns suivantes:

m
dy (i) = ~ (T
1 1=

) Bjki{t)ykgt)y:(t))dt

1
(2.15)

-

) ¥ k{t)yk[::)de: + q)}{t)dt + drj(z)

. 4

(B B-]

j=1:--~v m,
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(2.16) y 0y = y°
b J
On a alors le
LEMME 2.2. Le probléme (L)m admet une solution y et une
seule. o

DEMONSTRATION, On pose
(2.17) z (t) =y {t) - T (¢).
i J 3

On voit aisément que les éguations {2.15)-{2.16) sont équivalentes

a
gz () = ;;A_k(t}zk(t} + B (1)
(2.18) J k=1 7 i Jo= 1, e, om,
z (0) =y
ol
A}k(t} = —imlﬁjik(t)yi{t] - zjk(t),
m ’ m _
B}(t) = —1 E;lﬁjlk(t}yi(t)Fk(t) —kgiy}k(t)rk{t) * @J(t)‘

Etant donnés 4 k(t) et B}(t), on résout faclilement le sy;téme
d’équations différentielles ordinaires linéaires (2.18}. En
reconstruisant y par la relation (2.17), cn voit immédiatement que
y= (yj] satisfait a ({2.15)-(2.16}. L' unicité de la scliution y est

évidente. Le lemme est démontré.f

4. - Estimations de la solution du probléme (L)m.

Pour résoudre le probléme (N) , on aura besoin d’estimations
m

de la fonction z{t) = y{f) - I'{t) obtenue par la résolution de
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(2.18). On a le

LEMME 2.3. I1I existe une fonction continue croissante bornde
g: [0,T] - R, telle que, si y(t) = {y}(t)) = {zj{tJ + Fj(t}) est
la solution du probleéme (L)m et si les fonctions continues y(t)

qui figurent dans le probléme (L) vérifient la condition
. m

A

(2.19) T E}(t)z

elt) VYte [0,T] (2 (t) =5 (t) -r(t) ),
o1 3 i }

alors on a

(2.20) zj(t)2 = o{t) V¥t e [0,T].0

1

[ e I

i

DEMONSTRATION. On pose

2.21)  ptt) = -1ty

“p
ol yit) est la solution de 1'équation différentielle ordinaire
linéaire

Wty = ¢ (t)p{t) + ¢ {t},
(2.22) { Y 2

0) =3 - . 0.2
wio} Cp § (yj)

3

et cl{t) et cz(t) sont les fonctions définies par les relations

-
(e (t) =9 P 4 c )2
. : (t) + (cp) ﬂfm(t)N{Lz{O))a,
c (t) = 32 A(t) ; ()% + 1 Facr 2
2 A T (T — DAr )
1=1 1=1
(2.23) D
+ (cp) Mfm(t)H[Lz(O}}a’

A(t) = sup{ |3§“ (G”(t,x))qi :xe0; p, g=1,23},
by

2]
L GMt,x) =TT (t)e (x) .
o j

24

Comme Fj(t} est, par hypothése, contlinue et que ej € Vm <

{HB{O]}3. la fonction 4(t)} est bornée et continue. L’éguation
(2.22) est donc blen définie, de sorte gque 1'existence et
1’unicité de la solution @{t) sont évidentes, On remarque en outre
gue ¢{f} est continue, non négative et bornée.

On va maintenant démontrer que, si la fonction ? est donnée
et satisfait a la condition {2.19) avec ¢(t) definie par (2.21)-
(2.23) et si y est solution du probléme (L}m avec ia fonction ¥,
alors la relation (Z2.20) est vraile.

Comme en effet zj(t} = yj{t) - Tj{t) {(j = 1, -+-, m)
satisfont aux équations {2.18), en. multipliant les équations
{2.18) par E}k{t)zk{t) et en les additionpmant par rapport a J et

k, on obtient

m d -
;,5;1(3? zj(t}}ajk{t)zk{t) =
m : - m 2
(2.24) = }'l§;=iﬁjik(t)Yl(t)zk(t)zj(t] - jglkaj(tJ
“j’i':'imgm{t)§i(t)rkmzjm - ia)r}m
m
+J§a¢j(t)zj(t)
ou

~

B0 = fop(t,x}((ex(x}-\?’)ek(x)}*ej(x)dx,

5 (1) = j' S0t %) (L, x) e (x)dx.
3 0 }

On remarque gque, en posant
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m
vit,x) = ¥ z, (tJe x)
=1

et en tenant compte des relations (2.13)-(2.14), on a

- B}ik(t)yl(t)zk{t)zj(t} =

~i3

Fob k=l

plt,x}((a(t,x)-VIvit,x))-vit,x)dx =
o

H

Sy

it

__%_ f (GUt,x)-Vplt, %) (vit,x) ) 2dx =
O

S f{aﬁ(t,x))(v(t,x)}zdx=
0 t

z
ao 1 e d -
= 5 1’5;1( 7 ajk(t]}zj(t]zk(t},

et donc 1’'équation (2.24) se réduit a

I d o -
e §oa {t)z (t)z (t) =
2 dth:l I i K
il 2
{2.25) = - ZAJz}(t] Z B (t)"z“_(t)r {(tiz (1)
tet 3,1, %=1 ! k 4

m
- Z B ST AT ()2 (1) - AT (e (1)
)1 ket E kT Pevle R AR

mn
+ 3 ¢, (tiz (t).
. i
J=1

Mals, en posant v{t,x) =

} zj(t)ej[x), an a

1

i E

| T B Ju(DZ(OF Dz (5] =
J,1,k=1

= | [ B0 @000 vt xax| =
v

(2.26) _ 1 1
=3 cpA{t)(~§~ f [vit,x)|%ax + - f [vit,x)|%dx) =

26

3 m_ 2
= eI g(t)(——— )j & (thz (t)z (t) + § 2z (£)%)
2 Ep k=1 I . ¥ j=1 !
et
| z B W (BT (T (D)z (2] =
1,1, k=1 ]
= | jB(t,x)(s”’{t,x)-v}c‘"(r,x)-v(t,x}dx; =
o
(2.27)

1A

- 1 2 1 2
3 cpA(t){wﬁw Joiv(t,X]I dx + —5- f |, x)]%dx) =
= _g—‘a AL ¥ E (D2 ()7, (8) + }:r ()%
o 5,k=1 3=1
{pour la définition de G (t,x) et de A(t), voir (2.23)}).

D’autre part, comme on a

» o - 2 1 . 2
]EAfﬁtMﬂﬂis ZAf”U +7r§3fﬁﬂ,

1wy j=t 3=1
il vient
m m 1 m 2
(2.28) th(ﬂ - YA {t)z {t) = — ¥ AT (1),
L J 4 13
j=1 j=1 =1
A la fin, on voit facilement gue
m - —
| e itz ()] = [I plt,x)f (t,x) v(t,x)dx] =
y=1 ] i o

(2.29)

<L GV

5 o ,-)H{La{o))a(l + E ajk(t}zj{t)zk{t)).

3y k=3

Il résulte des relations (2.25)-(2.29) que

jk(t)z}(t)gk{t) =

Q.;Q..
o
xR

k=1

c 0
= £ Z 2 . =
= (& ~§; Alt) + (cp) a1t )N{Lz(o))3)le=lmjk{t)zj(t]zk[t}
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— g 2 2 12 2
+ 3 CPA(IJjgl(zJ(t} * Fj(t) ) o+ mzmj§1ajrj(t}

Eg i7/2
+ (cp) I|fm(t,=)lE(L2w}}3 \

ou, compte tenu de 1’hypothése (2.19) et de la définition (2.21),

d 2 -
EE; E;lu]k{t)zj(t}zk(t) =
{2.30) < Ep = 172, 8
< {6 — A{t) + (cp} 173 (t)"{L2(O]J3)X

—p

m
X },§=1a1k(t)21(t)zk(t)

- -1
+ 3 cp{gp} A{t)p(t) + cztt)

{pour }la définition de cg{t}, volr {2.23}).

En rappelant que pour ¢t = 0 on a

1] m m

T & 0z 0z (03 = T & (0y%° =2 T (9% = pioy,

jk 3 k b]

3, k=1 3 k= =

on peut maintenant appliquer le théoréme de la comparaison & la

fonction Y(t) qui satisfait 4 1’éguation linéaire (2.22) et a la

fonction

m
t b3 J E;lajk{t)zj(t}zk(t},

Y
qui vérifie la relation {2.30}. Il s’ensult alors que

1&jk{t3zj{t}zk(t) = ¢it) vt e [0,T]

s

j!

ou encore
- 2
t = t) =
gpjgizj( ) wit) gp@{t),

d'oli.la relation (2.20). Le lemme est démontré.[

Nous allens maintenant estimer la dérivée de 1la fonction
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z{t} = y{t) - T(¢).

LEMME 2.4. Il existe une constante C telle que, si y(t) =
(y}(t)) = (zj(t} + Fj(t]} est solution du probléme (L)m et si la
fonction continue y(t} figurant dans le probléme (L)m vérifie la

condition (2.19), alors con a
IT m d 5
@3 [ § Gz enfasc
dt 7}
0 =1
La constante C ne dépend pas de y(-) pourvu que y(-) vérifie la

cordition (2.19).o

DEMONSTRATION. Comme les fonctions 2;(t) satisfont a (2.18),
en multipliant les équations par
— d -,
mjk(t)a? zj{t) = ajkzj(t}

et en les additionnant par rapport a j et k, on obtient

m
(2.32) ¥ ajk(t)z}(t}z;{ﬁ =
i, k=1
=~ T §Jik(t)§i(t)zk(t]z;(t) - ¥ Bm(t}ri(t)zk(t)zfjtt)
J,1,k=t J,1,k=l
m : _ m :
- L Bz @ )z - X Bﬂk(tlfi(t}l‘k(t}zj(t)
J,1,k=1 . Fib k=1

¢}(t)zj(t)

m [+
“Eﬂfﬁ”ﬂ”3“2%i“kfﬂ* .

3=1 3=1 3

m
{les notations sont les mémes que celles de la démonstration du
lemme 2.3). On peut en outre vérifier facilement
i -
) lek(t}zl(t)zk(t)zj(t)| =

Jiyi k=1

= |[ B0 G0 -Dvie, 0 G vit,0ax] s
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o

3

- - d

e A, (0) z_f |G, || G5v(e,x)) fax =
p,q=1"0

1A

1y

— 3 1 - 2 d 2
c A (t)_§_(_2_ Iolv(t,xJ] dx + QJO]E? vit,x)|"dx) =

o1
3 = 1 o= ,,02, £ o =
s ——c Al (— Yz )"+ — } « {f)z/(t)z'(2)},
z P € ) So ke ¥ 3 3
ol
a8
ﬁift} = gup{ fg;w(v(t.x))q] txe 0 p, g=1,2,31%.
P
Cr, en vertu du lemme 2.3, on a
a,(t) s et = e vt e (0,711,
ot
a .
s, = sup{ I§§~(V(t,X)Jq| cxe 0 p,g=123 j=1,---,m}.

P
Donc, compte tenu aussi de 1 hypothése (2.19), on obtient

-
| T B,z (2 ()2 ()] =
j.1, k=1

wm
= cle’ Jp(t) + e; ELIEJk(t]z;(th;(t].

81 on effectue également des calculs analogues pour les
autres termes du second membre de {2.32) et sl on rappelle que la

fonction A{t) définie dans {2.23) est bornée, alors on obtient

m
) aJk(t}z}(t)zk(tJ =
3 k=l
m 2 fm 2

5 ” .

cle”) (p(t) +j§1Tj(t) + 0 {t)B(Lz(O}}a}

mn - .
+g” ¥ ajk{t)zj(t)zk{t)
3 k=1
En choisissant par exemple g = L et en intégrant cette

2

ingégalité, on obtlent 1'estimation (2.31). Le lemme est démontré.n
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5. - Existence et unicité de la sclution des équations approchées

(2.8)-(2.10}.

Les lemmes 2.2, 2.3, 2.4 étant démontrés, on se propose
maintenant de prouver 1’existence et l'unicité de la solution des

équations (2.6)-{(2.10). On commence par démontrer le

THEGREME  2.5. Le probléeme {(2.6)bis~(2.10}bis admet une
solution {u,p} € C(O,T;VmJ X Cl([O,Tlx0] et une seule.n

DEMONSTRATION. L’existence et 1'unicité de la solution
y{-) = 2(+) + '{+), démontrées dans le lemme 2.2, nous permettent
de définir 1’opérateur A: C(0,T;R™) —» C(0,T;R") déterminé par la

relation

_ z(+) est la solution du probléme (L)
z = Az & R _ "
avec y{:) = z(-) + I'(-}

On voit aisément que 1’opérateur A est continu (par rapport a
la topologie de C(0,T:R™}). En effet, d'aprés le lemme 2.1, la
solution p de (2.14), considérées dans la topologie de (10, TIxO),

dépend continiment de

m
ult,x) = ¥ {z (t} + ' {t))e (x)
521 3 ] i

dans la topologie C(O,T;CI(O)an] et donc de z dans la topologie
(o, T;®). D’autre part, il est évident que la solutien z du
systéme d’équations (2.18) (qui est équivalent au systéme
d’ équations {2.15)-{2.16)} dépend contin@ment des coefficienits de

1'éguation et que la dépendance de ces coefficients de {p,z) €
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CI(EO,T}xO} x C(0,T;R") est elle aussi éontinue, ce qui entraine
la continuité de A: C(0,T;R") — C(O,T;R™).
Définissons maintenant l'ensemble XK c C{0,T:R™):

172

K=4{zecCWOTR): |z(t)] = (p(2))" 1,

ot ¢(t) est la fonction définie par (2.21}-(2.23}. Alors, d'aprés

le lemme 2.3, on a
{2.33) AK < K,

D' autre part, gréce au lemme 2.4, 1'ensemble AK est borné

dans la norme

172

Azh?z )

d
Azl 1 (0, 1;R ¥ Wy L%(0,T;R")

H 0. TR T (IAz1 72
Comme on le sait bien, 1'injectlon de H'(0,T;R") dans C(0,T;R™
est compacte. Donc AK est compact dans C(0,T;R").

Comme la continuité de A, la relation (2.33) et la compacité
de AK sont vérifiées, d’aprés le théoréme du point fixe de

Schauder il existe un z° € AK ¢ K ¢ C(0,T:R") tel que

o 0
z = Az .

En posant donc
y(t) = 2°(8) + (),
y(t} résout le probléme (N}m‘ Remarquons que, puisque 2 et T

appartiennent a C(0,7;®"), on a

m
ul«} = Yy {de
y=1

3 € C(O,T;Vm).

La fonction p{t,x} est définie par (2.7), (2.10} et donc, en vertu

du lemme 2.1, on a
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p € CiﬁiO,T]xO).

L’unicité de la solution résulte, par un argument usuel, de
1’estimation de la différence Y{f) = y(t} - ¥(t) = z(t) ~ z(t) de
deux solutions y, v € (o, T;8™) du probléme {N)m. La différence

Y{t) satisfalt en effet 4 la relation

Yj(t}

B8

i,

~8

=1L(gsjik{t) - Ejik(t})yi(t)yk(t) «-i §=13“k(t)Y1{t)yk{t)

=

m m
- OB (07 ()Y (6) = F (r (6) - 7 (£))y, (D)
1, k=1 ko1

m
~k§1w1k(t)Yk{t) * wj(t} - w}(t),

et donc on a
2ir)]® s
= o(|B(t) = BUt}] + |o(t) - (t}] + |e(t) - o(t)]|}{¥ ()]

+ e fyeey|?,

ol B, 7, ¢ (respectivement B, ¥, ¢) sont definis comme dans le

m
paragraphe 2 avec p définie par (2.7} avec u = yjej
=1
- e m —
{(respectivement avec p définie par (2.7) avec u = 7} yjej}. Les
1=1
différences B(t) - B(t), w7(t) - ¥(t), ¢(t) - p(t) sont, a leur

tour, estimées par ¢ = p - p, de sorte qu'on a
[B(t) - BL)] + Ja(t) - ()] + [e(t) - @(t)] s c'lo(t)h 2.4y

D’autre part, o satisfait a la relation
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8o + uvo + UVp =0 (U=u-~u),
et donc on a

d 2 . o -
AL JO(U Vplodx = clY(ti [t 2 0\

En appliquant le lemme de Gronwall 2
_ 2 2
n(t) = |Y(£)|" + o ()2 0
et en tenant compte que {0} = 0, on vérifie 1’'unicité de la
solution.

On est maintenant en mesure de démontrer le résultat

principal de ce chapitre. On a le

THEOREME 2.6. Il existe une paire de variables aléatoires
{u,p} (par rapport au méme espace de probabilité), a valeurs dans
G{U,T;Vm] et dans Cl([O,T]xO) respectivement, ef une seule qui

satisfait au systéme d’éguations (2.6}~(2.10).0

DEMONSTRATION. D' aprés le théeoréme 2.5, pour presque tout w,
le probléme {2.6)bis-(2.10)}bis avec G = G (@) admet une solution
(u,p) = {ulw),plwl)) e C(O,T;Vm) x C{[0,TIx0) et une seule. T1
suffit donc de démontrer que 1'application C(U,T;Vm) 5 G s (U,p)
définie par la sclution unique cbtenue dans le théoreme 2.5 est
mesurable.

Solent en effet G et G deux éléments de C{0,T;¥ ). Soient
{u,p}, (U,p) les solutions des équations (2.6)bis-{2.10}bis
correspondant a & et & respectivement. En utilisant des
notations analogues & celles utilisées dans la démonstration de

17untcité dans le théoréme 2.5, par exemple
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yj[t) = {u(t,-)[ej) etc. ..,
on considére la différence
Y(t) = y(t) = ¥(t) = z(t} - z{t} + (F(t) ~ T(t))
des solutions y et y du probléme (N)m avec Fj(t) = (Gm(t)[ej) et
de celui avec fj(t) = fam(t}}ej}. On a alors, comme dans la

démonstration de 1’unicité dans le théoreéme 2.5,

d 2 P 2 “ = z
FFIVOT = clo()i 2, Y] + " Y] + e ree) - Ty |,

<3

2
-ﬁ¢(t)HL2

7 c}[Y{t)iH@(t)HLz{O)

0) *
ot o(t) = p{t) - p(t}. I1 s’ensuit que la convergence [ ~ T — 0
dans C{0,T;R") implique que Y — 0 dans c(o,T;R™), ¢’ est-a~dire
u - u — 0 dans C[O,T;Rm}. Cette convergence, a son tour,
implique, en vertu du lemme 2.1, qu'on a p - p —» O dans
¢ (10, T1x0), ce qui prouve que 1'application G+ (u,p) est

continue et donc mesurable dans la topologle considérée.ﬂ'
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CHAPITRE 3

THEOREME D’EXISTENCE (1) ~ METHODE SEMI-DETERMINISTE ~

1. - Enoncés de théorémes.

Dans ce chapitre, on se propose de démontrer le théoréme
d'existence pour les équations de Navier-Stokes stochastiques non
homogénes dont le second membre est de la forme pfdt + pdG avec un
processus stochastigue continu @ a valeurs dans vt (théoréme 3.2).
Le résultat sera toutefols démontré sous une forme plus générale
(théoréme 3.3}. La démonsiration s’appuyera sur l'existence d’une
solution faible des équations déterministes dont le second mewbre
est de la forme pfdi + pdG avec G € C(O,T;Vi) quelcongue (théoréme
3.1). Je dols cette idée & Bensoussan et Temam [BT].

—

Supposons que
(3.1) £ e LYo, T; (1707,

o
(3.2} u, € v,

p, € L7(0),
(3.3} { : -
Q < Sp = egselgf po(x} = ess_sup po(x} = cp < e,

On a alors le

THEOREME 3.1. Sous les hypothéses (3.1)-(3.3), pour tout

G e ClO,T;V') il existe (u,p,8) € L0,V x L™((0,T1x0) x
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x Lw(O,T;th} tel que les relations sulvantes solent vérifiées:

@()]e) ~ (pu |8) =
L t
= [ et sy mofuts)as - [ utsrjmoras
(3.4) 0 0
t
+ [ joras + (16 |2)
0
t t
- [ et tuts) melais)as - [ etsrtute) M) joras
G 4]

vt e [0.T], ¥vo € V',

T
(3.5) f [(pltiult) - g(t)|e)|dt =0 ve e V',
Q

T .
f [ pUt,x) (3 p(t,x) + ult,x)-Vy(t,x))dxdt =
(3.6} o’ O

= - f P UOP0, X)dx VY e o, T O Alg: ¢IT, ) = 0}.o
0

Pour énoncer le résultat pour le probléme stochastique, on se
donne un espace de probabilité (Q,%,P). On désigne par w 1'élément

générique de Q. On & alors le

THECREME 3.2, Supposons que f, u, p, satisfont aux
hypothéses(3.1)~{3.3) et que G soit une variable aléatoire a
valeurs dans C(O,T;Vi) telle que G(O)} = O p.s.. Alors il existe
une variable aléatoire ¢ & valeurs dans

120, T;v') x L®([0,T1x0)faible* x L®(0,T;V " )faible*
telle que, s5i on pose
®lw) = (ulw),plw),lw}),
les relations (3.4)-(3.6) soient vérifiées presque sirement

(¢’ est-d~dire, les relations (3.4)-(3.6) avec u = ulw), p = plw},
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¢ = &(w) soient vérifiées pour P-presque tout w € §1).o

I1 nous convient toutefois de déduire le théoréeme 3.2 d’un

théoréme plus général:

THEOREME 3.3. Soit ' = {uo,po,f,G) une variable aléatoire &a
valeurs dans
v® « L®(O)faible* x L'(0, T (L2(0))) x ¢co0,T;vY)
telle qu’' il y ait deux nombres réels ¢ , ¢ (0 < ¢ = ¢ < w)
=" “p “p p
vérifiant la relation

(3.7 % s ess_inf po(x) = ess_sup pﬂ(x) = cp p.os. .
Alors il existe une variable aléatoire ¢ a valeurs dans
2 1 w . w0 -1
Lo,V ) x LT[0, TI«0)faible® x L (0, T;V )faible*

telle gue, si on pose
P(w)} = (u{w),plw),{w)),

les relations (3.4)-{(3.6) solent vérifides presque sitrement.o

Remarquons que le théoreme 3.2 donne une solution faible du
probléme (1.12)-{1.16) avec G 3 valeurs dans V' En effet, on voit
immédiatement que 1'équation {3.6)} ést une forme faible de
1'eéquation (1.14) avec la condition (1.16). Pour voir que (3.4)
est .une formulation faible .de 1’équation (1.13}) avec les
conditions (1.12), (1.15}, il suffit de poser

viw;-) = ulw;-) - Glw; -},
L’équation (1.13} sous la condition {1.12) équivaut en éffet a
Prpatv = ~ Prp(u-V}lu + PrAu + Prpof,

et, comme on voit aisément, si u, v, p satisfont & cette égalité
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et a (1.12), (1.14), (1.15), (1.16), et si p = pluw) e
Cl(O,T;Lm(GJ], alors u, v, p, & satisfont aussi a 1’équation
obtenue de (3.4} par la soustraction de {p(w;t]G(w;t)]é] de tous
les membres de (3.4) et par la substitution

plo;tlviv;ty = Llw;t) ~ ple;tiGlw:t),
dans 1°’équation obtenue. Cecl signifie que (3.4) est une forme

faible de 1’ éguation (1.13) avec les conditions {1.12}, [(1.15}.

2. ~ Estimations des solutions approchées.

Dans le chapiire précédent, nous avons obtenu les solutions
approchées. Leurs estimations seront fondamentales pour 1ia
démonstration du théoréme d’existence gque nous allons établir dans

ce chapitre. Ce paragraphe va étre consacré a ces estimations.

LEMME 3.4. Soit {u,p) = (u",p") & C(0,T3V ) x 1o, T1x0)
la solution du probléme (2.6)bis-(2.9}bis. Si on pose V' =

u® - G on a
t 2
sw"‘(t}u;o + jollvm(s)llvl ds =

(3.8)

t
s ol wlito + L{Nf"‘{s)n( + 0 (s) 10 + G (SIS ) x

L2o?®
t

x exp[cJ.G{ci(m)(l + e mAE L + IS 2 y3)ds],

ol ¢ est une constante indépendante de m, et cl(m) est donné par

cl(m} =0§32Tucm(s}ﬂva. =

DEMONSTRATION. Puisque V' satisfait a 1’équation
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("8, v e ) = (- p™ V" + pf'fe ) - (Vu"|Ve))

w

pour tout j =1, 2, ---, m, et que VL) e Vm, on a
(3.9) (Vv = - (WM ¢ V) - (W,
Compte tenu de 1'équation {(2.7)bis, qui implique

- (/2 U8 "WV = - MDY,

on déduit de (3.9} que

1 d, mmym My, @
*é““f(PV!V}‘*(VViVV)“

(3.10)
= - (PN - ENE DT + O VD
- (ve" jwv™).

Qr, comme on a

[ "DV = en® n(L (0})3Hdmliy1 =

1A

S T 3:1d“|ayg =

™I 2 ) 200

A

c’|{p?vm]v“}]1/4nvmu3/aﬂcmu 1 s

H

c{ogggTﬂGm(s)uvz)uvmnsi + c”(s)[(pmvm[vm)lﬁcmﬁvi

et de maniére analogue
R Rl L R NP U Y R v W G el
= s(ogggrﬂcm(s}uvi)uvmnsz + c’(s}}(pmvm[vm){ﬂGmﬂvi + c”ncpn31

{voir aussi le¢ lemme 2.1), en choisissant
- -1 _ -1
= (4O§ggrnd“{sﬁuv1) = (4c (m})
et en estimant

m 1  m2 2
VG 9™ | = v+ ugti,
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on obtient de (3.10) par un argument usuel

d m 2
STV )+ o =

= cfle, (m) + cl(m)a}](pm(t)vm(t)]vm[t))iHGm(t)ﬂV1 + nc”(z)u;;

< IET(E)H ¢ NE (L) 31+ (W (VI (Y.

(L*0))
En appliquant le lemme de Gronwall a cette inégalité, on obtlent
(3.8). 0

Maintenant, en se servant d’une idée 1llustrée dans [AKM]

{chap.3, §3), on obtient 1’estimation suivante:

LEMME 3.5. Soit (u.p) = (™, p") € C(0,T;V ) x C' (10,TIx0) la
solution du probléme {2.6)}bis-{2.10)bis. Si on pose T

on a, pour tout & € 10,TI,

T3 5
J W (E+8) - V(£)020 dt =
] J

< 1/2
= {(“"‘L{orv)*"dnlf,(orv)

1/2
I

{3.11)

oAl 120,T; MY ™2 1200, TV ))

* E o 7 2onH " ko, Tv)
ol la constante ¢ ne dépend pas de m.u

DEMONSTRATION. Soit 8 € 10,T{. Fixons pour le moment un
t & [0,T-8] et posons V(t) = VO (t+8) - VT (t). Comme V(t) e Vg, on

a comme dans {3.10)
("8, V"[V) = - ("WYY + (°F7|V) - (v {wv).

Compte tenu de la relatien
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({Btpm)vmiV) = - ((um~me)vm|V] =
= (o W DY) - (TN s W v,

il vient

d mn m
Ze(p (83 (SI]V(E)) =
(3.12) 9

=~ (PTG ¢ PTWROW YT+ (T Y) - (v,

En intégrant (3.12) de t & t+8, on obtient

P+ (L)W (1)) + ((pT(1+8) - p ()W |V(L)) =

L+8
(3.13) = [ ) W) M) ()
t

+ (p(sHu" (s} VIV(L) v (s} ) }ds
t+d t+d
[ s s - | @@ s,

t t
D’autre part, en vertu de (2.7)bis, on a

L+

((p™(£+8) - g™(E) W (1) [V (t)) =J (6" (s)u™(s) [V (£) -V (£)))ds.

t

Compte tenu aussi du fait que

0 < = " =7 < = !
gp p (t,x) = cp o, ﬂﬁ"L“{O) = cﬂﬂnvi per ¢ € V',

on déduit de (3.13) que

1 2

= f:+6lsu“‘{s)nymsslv’"(tJuvl(nv'“(t};nvl + |§vm(t~r5}llV1)
t+d i o .
+ L " () I, UE" (53 ads (™ (8 )0y + Iv™ (2480 1)
£+3
(3.14) +J ma" ()11 ()1

m m
. 1ds (v (t}ﬂvx + v Et+6)HV1J

v
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LS

+ J e (s
t
{+§ m m m

+ Jt Her [s}HV1ds(Hv (t}HV1 + v {t+3)§v1].

(L2 (p))tds v (3,0 + Bvi(t+831,0)

Maintenant on intégre (3.14}) de 0 a T-8. Pour le second

membre, on a par exemple

f dtU
([

G

t+3
] ™ m <
Hu {s)ﬁyidsuv {3]”V2”V (t+6}HV1] <

" 5 1/2
lfer (S)Hvzds] [I

Q

-8 T

178 2 i/2
nv“‘(t)u;ldt} Uaélvm(t}ilvldt} =

1A

1A

172 1/2 ’
s ("V"LE(OTV)+ Gm"a(orm) L(UTVJ’

- (4 4
m m m -
j dtf Hu [s)HV1HV [s)HV1dsﬂV (t]ﬂvi =

sA(T-8) m » m
fdsj W1 ad e () sV (s ) s
o] ov {g-&)

i

M A

”'dn“(orm) 2o, mvty

A

1/2
S CATLER NS

T8 t+S m
J‘ dtL %Ifm[s}lluzw))silv (thiods =

T sA{T-8) - o
= j dsf v (EYI ollf (s)l, 2 adt =
VB v (L*eN
< 572" ;le(O TV }Ifml{ Yo T (12011

En estimant de maniére analogue les autres termes du second membre

de 1’intégrale de (3.14) de 0 & T-8, on obtient (3.11).§

LEMME 3.6. Soit {u,p) = (u",p") € C(O,T:V ) x cli1o, TIxe) la
solution du probléme (2.6)bis-{2.10}bis. Si on pose Vo= od - G,

on a, pour touf % € v, 5 € [0,T], t e [0,T-51,
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| (Pr p"(t+8 W  (£+83[8) - (Pr o ()W (t)}o}] =
m m

(3.15) 1/4l 2 1 t+d
< c(8uim® + & /za[m]]ilﬂliyi + cf N (s

N (L?(0))

ot

alm) = aco(m}l/2 + uQTIGm(S io + HGm

o_ (OTV}

et ao(m) est le second membre de (3.8) avec t = T.G

DEMONSTRATION. Conme ﬁm = Prd eV, il est évident que 1l'on
m m

peult substlituer ﬁm & V dans (3.12). On a alors

] m < m -
"W 8 ) 5 el 300 306 a0

172
s cliv®io + 16M o) 1z

. (e uG‘"nVﬂ

ud“uv1 9 i1,

"W ve [v)] =

{3.16) < o
O™+ g™ 0 2™ 1ie 0a

= (V™0 + 1G",0) v v v ph
m

|4

[ (p f"’|§m)| = CBE (20 0y,300 Hoo,

13 m
| (u®}oe )} = (™0 + 0G0

Si on intégre de t & £+8 (0 = t < t+3 = T) 1’inégalité obtenue des
inégalités (3.16) et de 1’égalité (3.12) dans lagquelle V est

remplacé par ﬁh' on obtient

[ (" (t+8)6™ (2+8) [0 ) = (p"(£)V"(2)[8 )] =

< cat? ( sup. (" (s)il st 16" (s 1))1/2
(3.17)
373
x (" |§L 0.1 " Meidla 120,757 )) i Il 1
t+3
" cf ilfm(s}il(L (011319, 1,0ds

4
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38l ods,

v 32 2 + 167 2

120, ) 1%0,T; V’}}lﬂ Io1.

Mais, d&'aprés le lemme 3.4, GEEET”VM(S}H;O s Mt HLa(G T4 y ) est
majorée par le second membre de 1’ 1inégalité (3.8) dans laqueile
t = T, que nous déslignons par uo(m). En outre, comme on le voit
immédiatement, on a

e i1 = 1ok, (p™"f0 ) = (Pr o™v"|9).
Par conséquent, 1’inégalité (3.15) résulte de {3.17). Le lemme est

démontré.

3. - Sous-suite convergente.

Nous précisons maintenant les données avec lesquelles on a a
résoudre les éguations approchées. En effet, nous pouvons les

choisir comme suit:

(3.18) u o= Prou,

o 1 m —
pr e C(0), ¢ =plx)sc Vxe a,
(3.19) { 0 P00 e

™ 3
Py ™ P, dans L7(0),
(3.20) G = Pr G, c'est-a-dire G'(t,) = Pr Gt,-) Vte (0,71,

M e 1207 (2O, £ — £ dans L0, T; (L2007,

(3.21) t ¢
vis,t] ¢ [0,T] fsﬁf“{r1B(L2(@))3df * fs"f‘f’“(Lz(O))3dr

(ia condition (3.21) est effectivement réalisable, comme on le
voit en prenant, par exemple, f (t) = (1 A mﬂf{t]uzzz{o}}a)f(t) 3.

Sous ces hypothéses, on a le
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LEMME 3.7. Solent (u",p") (m = 1, 2, ---) les solutions du

probléme (2.6)bis-(2.10)bis avec les données u", o~ ", £
o 0 g

vérifiant les propriétés {3.18)}-(3.21). Alors il existe une sous-

suite {{u™ ,p" )} et trois fonctions u, p, Ql telies que

»

-3 U dans Lw{O,T;VO)faible*,

fod
=

(3.22)
(3.23) u™ — u dans L*(0,T;V')faible,
{3.24} u - u dans LE[O,T;VOJfort,
(3.25) p' -5 p dans LY(10,TIx@}faible”,

{3.26} Fkgfpm,vm, — Cl dans C(0,T:v" '},

T
(3.27) j [ettv(t)}o) - ( () [o)fat = 0 wo e v’
o]

ol

3 m’
vi = u" -6, ve=u-G oo

DEMONSTRATION, On voit immédiatement que, en vertu des
conditions (3.18), {(3.20), (3.21), le second membre de (3.8) est
majoré par une constante ¢ qui ne dépend pas de m. Par conséguent,
le second membre de {3.11} est lui aussi majoré par 5% ou o
est une constante qui ne dépend ni de m ni de S.

D'autre part, les conditions (3.1), (3.21) impligquent qu'il
existe une fonction continue BG:£O,T] — R+ telle que BG{O] = ( et
que

t+d

j " (s

t

(L2(0))%5 = B, (8)  ¥me N, ¥It, 48] < [0,T].

Donc, si on rappelle que a{m} est majorée par une constante
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indépendante de m, on voit que le second membre de (3.15) est

ma joré par

c”B(8) el 1,

v
ol c” est une constante indépendante de m et B(-) est une fonctlon
continue définie sur [0,T] & valeurs dans R* et telle que

B(0) = 0. Fn outre, il est évidenit que
m i - m m B
(Prmp (0w (0)]e) = (Prmpouoiﬁ} —3 (pouolﬂ) pour m - o,
En ce qui concerne pm, ¢’aprés le lemme 2.1 et en vertu de lia

condition (3.19), on a

Ep s inf{p"(t,x): {t,x) € [0, TIxO} =

= sup{p”{t,x): (t,x) € [0,TIx0} = Ep

pour tout m. Finalement il est évident, en vertu de {(3.20), que
1'on a

g - ¢
dans L2(0,T:v%)faible* n L0, T;V aible n L2(0,T;v")fort.

Ces propriétés étant vérifiées, pour extralre de e}
une sous-suite satisfaisant a (3.22)-(3.26), il suffit de rappeler

le théoréme de la compacité faible, le théoréme d’Ascoli-Arzeld et

le falt que 1’ensemble
2 a2t 2
{v : ﬂV"La(O,T;Vi) +6e§g?rsa j; Hy(t+8) - v(t]ﬂvodt 5 ¢}

est relativement compact dans L2(O,T;V°} {voir [Lad]).

[re]

La relation (3.27} pour @ emglvm résulte de (3.24)-(3.26) et

de la construction (3.20) de G". Mais pour tout ® e ¥ il existe
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o0
une suite {8} < U1Vm qui 1'approche. Denc, compte tenu du fait
me

que pv - § € L%(0,1;: (L%(0))®), 1a relation (3.27}) est vraie méme

pour @ € v'en général. Le lemme est démontré.g

4. - Passage a la limite.

Dans le paragraphe précédent, nous avons construit une sous-
sulte convergente de solutions approchées. 11 5’agit maintenant de
verifier que la limite de cette sous-suite satlisfai! aux relations
(3.4)-(3.6), qui sont des formes faibles du probléme (1.12}-
(1.16). Cest par le passage & la limite qu'on va le vérifier et
donc achever la démonstration du théoréme 3.1.

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.1. Pour éviter des notations
trop compliquées, nous convenons d’ écrire, dans cette
démonstration, simplement m au lieu de m' pour désigner 1'indice
de la sous-sulte obtenue dans le lemme 3.7.

Par la construction de pm (voir le théoréme 2.5 et le lemme

2.1), W",p") satisfait a 1'égalité
T
I f Pt x) (8 Wit x) + u(t,x) - VP(t, %) )dxdt = - f PR GIB(0, x)dx
o’ O o

pour tout ¥ € Cl(O,T;Hl(G)] tel que ¢(7,') = 0. Or, on voit
aisément qu'en vertu de (3.19), {(3.24), {3.25), on peut passer &
lda limite pour m —» « dans cette égalité, ce qui prouve (3.6).

En ce qui concerne 1’égalité (3.4), supposons avant tout que

e € Usz. 11 existe alors un m, tel que ¢ e V. En vertu de
m=
o
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{2.6)bis, on a pour m = m
(p"a v*|9) = (W-u" W e + (P"WMePYT) - (M (WVIE )
t
- (VumiVﬁ) + {pmfm|ﬁ)

ol

V=t -G
En intégrant cette égalité de 0 4 t et en tenant compte de la

relation (2.7)bis, on obtient
m @ _
(R (W) ]9) - (pu |9) =

t t o
= [ P whs)mo|uis)ds - [ ) |vras
{(3.28) ] 0

t t
+ [ @) |o)as - j (" () (u"(s) - V)8 |G (s) )ds
o] 0

£
- j (" () W™ (s) - VIE(s) |0)ds.
o

Il n'est pas difficile de passer a la limite dans {3.28) en

utilisant les relations (3.22)-(3.26). En effet, 1’ intégrale
i
I = f (("(s) ~ pls))(uls)-WIo|uls))ds
1
)

L1}
converge vers O grace & (3.25). D'autre part, comme p {t,x} est

uniformément borné, en vertu de la relation (3.24) et de

1'hypothése ¢ € Vm , qui impligue que |V&(x)} = c(mo}, les

[4]
intégrales
t m
1, = [ @) Ets) - uie) Meju(s) - uls)ias,
2
0 .
Lt
I = j (o"(s) (uls) - VIe|u(s) - uls))ds,
3
a

t
1, = [P afs) - uts)) mojuls)ds
& o :
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convergent vers . Donc la différence

L

t
J {pm(s]{um{s)-V)ﬁ}u(s))ds - I (e(s){u(s)-V)ojuls))ds =
o .

o
=1 + T + 1 +7
1 2 3 4
converge vers ¢ pour m -y .
Par un ralsonnement analogue et en rappelant que la relation
(3.20) et 1 hypothése G € C{G,T;?l} impligquent, enire autres, la

convergence G -—» G dans Lz(O,T;Vi)fort, en volt que les deux

dernieres intégrales de (3.28) fendent vers
t
| teoris)mofetenas
)
et
t
[ o) wis)mats)[o1as
o

respectivement.

En vertu de (3.23}, (3.25}, il est évident que les intégraleg

14 t
[ i |voras et [ e remesroras
o} a

tendent vers
t t
| utorjworas et [ eore)t0ras
0 G

respectivement. D'autre part, en vertu de (3.26}, (pm(t}vm(t)iﬁ)
tend vers (£ (t)]9). Finalement il est évident que (p';u“’le) tend
0
vers (pouolﬁ).
Donc, en ajoutant (p(t]G(t}Eﬁ} aux deux membres de la limite
pour m ~—» ® de {3.28) et en posant

Lit) = ¢ ) + Pro(t)G(e),

o
on obtient précisément (3.4) pour © € U1V
m= h
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1 . . . . .
Pour un ¢ € ¥ en général, il suffit de construlre une sulte

o0
{8.} ¢ UV telle que © — ¢ dans v'. On voit aisément que dans

tous les termes de (3.4) on peut passer & la limite pour ek -3 &,

ce qui démontre {3.4) pour tout 4 € vt

La relation (3.3} a déja été obtenue dans (3.27}. Le théoréme

est démontré.f§

5. - Démonstration des théoremes 3.2, 3.3.

Le théoréme 3.3 et donc le théoréme 3.2 seront démonitrés
d’une manidre analogue & la démonstration du théoréme 3.2 de [BT}.
Mais, dans notre cas, on a besoin de définir des topologies {ou,
plus précisément, des méiriques} adéquates.

Soit {@3} une base normalisée de L'(0). Désignons par
(Lm(O)faible*)# 1’ espace composé par les éléments de L¥{0) et muni
de la norme

o 1 K
. . = e R
(3.29) "pﬂn{Lm(D}falble*)# L k1<p0 %o |
k=1 2
De maniére analogue, solt {wk} une base normalisée de

LI(IG,T}XO). Désignons alors par (Lm([O,T]xO)faible*]# 1’ espace

composé par les éléments de L®([0,TIx0) et muni de la norme

o]
1
. . = e | € >i.
(3.30) Wl = o 1) rablen = L 5P *
1’ examen des propriétés générales de ces espaCes ne sera pas

nécessaire pour la démonstration des théoremes 3.2, 3.3, car le

lemme 3.2 nous fournira leurs propriétés utiles pour notre cas

particulier.
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Posons

(3.31) L(OQ) = {p0 e L (0): Ep = pO{x) s Cp p.p. dans O},

L0, T1x0)" =
(3.32)
= {p e L¥([0,TIx0): 5 = p{t,x) = Ep p.p. dans [0, TIx®O}.

On a alors le
LEMME 3.8. Supposons que
% ¢ L), p e LT(OY,
o 0
(6"} ¢ L®(10,TIx0), p e L7([0,TIxE)".

Alors p; converge vers p, dans (L"{0)faible*)* si et seulement si
p; converge vers p dans Lm(D)faible*, et, de méme, p° converge
vers p dans (Lm(EO,T}xOJfaible*)# si et seulement si p° converge

vers p dans Lm([O,T]XO]faible*.n

DEMONSTRATION, Supposons  que pg converge vers p. dansg
(Lm{O)faible*J#. Soit Ty € LI(O). On va démontrer que, pour tout

g€ > 0, il existe N = N(g) < o tel que pour n = N on alt
n
(3.33) 1<po,o~0> - <po,eo>; % g,

En effet, étant dorné e > 0, il existe ¢, € o) tel que

— 1
Hoe UGHL;(O) = (4cp) £

et que Eo soit une combinaison linéaire d’un nombre fini

.y 1 K
d’ éléments A

_ K
T, = g ac

Cn a alors
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4
<6 = pgr0e>] = lallceg = ppop] =
S

K, n
= Guggle, DKoy = ool 100y epip1en) ™
Par hypothése on peut choisir un nombre ¥ = N{K)} = N{g) tel que,

pour n = N, on ait

n ~1.,~%  wit~1
EIpo - pon(Lm(O)faibie*)# = (1§E§KEak[) K2 E

Cn a donc, pour n = N,

- £
I<Pg " Pyl =

¥ autre part, puisque pg, P, & t(o3y", on a évidemment

E(pz = Pyt " ¢ >| = Zzp"% A -§-
On en déduit (3;33).
On a donc
<pg,@0> -5 <p,,¢> pour n —>
pour tout v, € LI(O), ce qul signifie que pz converge vers p dans
L7(0)faible®.
On suppose maintenant que p; converge vers pg dans

LY (0)faible* et on tiche de démontrer que, pour € > 0, 1l existe

N = N{e) < @ tel que pour n = N on alt

n -
(3.34) oy = Pl ® o raible®)® = €
En effet, puisque p:, Py € L(®", on a
n k -
]<p0 - p0,00>{ = Zcp Yk € M.

Donc, en choisissant K = K(g) de sorte que Z* = (4Ep)_1e, on a

53



[£4]
1

¥ —“;|<pg - po,a;> = _%_ {pour tout n).

k=Kel 2

D’ autre part, comme, pour tout k fixeé, <pg,¢k> converge Vvers
X . R

<pﬂ,¢ > pour n —» w, 1l existe un N = N(K) = N(e} tel que pour

n = N on ait

A

y 2

& £
E<Pg - PG;U' >E = 5

ek

i
On en déduit (3.34). Cecl signifie que p: converge vers p dans
(L"(0)faible* )",
Denc, 1'équivalence entre la convergence de {pZ} c L%y’
dans L7(0)faible* et celle dans (L™(0)faible*)* est démontrée.
L’ équivalence entre la convergence de {p"} ¢ LY([0,TIx)"

dans L{lo,TIx0}faible* et celle dans (LY([0,T1x0)}faible*}* se

démontre d'une manidre tout a fait analogue.s
On a aussi le

LEMME 3.9. SI {pg} ¢ L) et si {pg} est une suite de
Cauchy dans la métrigue de (Lm(O}faible*]g, alors il existe la
limite P, € L*(0):

P> - p, dans (L7(0)faible®)*
et la limite P, appartient a L"(0)'. De méme, si {p"} <
¢ L°(10,TIx0)" et si {p"} est une suite de Cauchy dans la métrique
de (Lm([O,T]XO]faible*}#, alors il existe la limite p €
e L¥(10,TIx0):
o' —» p dans (Lm{EO,T]xO)faibIe*)#

et la limite p appartient & Lm{[O,T]x0)+.D

DEMONSTRATION. Comme {pg} ¢ L”(0)" par hypothése, il existe
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une sous-suite {pz,} qui converge vers un p & L1 dans
L(0faible*. [V aprés le lemme 3.8, on a
pg’ — p_ dans (L7 (0)faible®)®.
Comme d'autre part par hypothése {pZ} est une suite de Cauchy dans
(L®(0)faible*)*, on en déduit que
po — p, dans (L2 (0 faible*)",

On démontre de la méme maniere la thése concernant ia

convergence de {p"} < Lm{{O,T]x0)+‘§

On va maintenant démontrer, comme dans le cas du corollaire

2.1 de [BT], le lemme suivant:

LEMME 3.10. Soit A la multi-application qui a 1'élément
(u,p,f.6) & X = VoL (0) L (0,T; (L2(01))xc (0, T;vH)
assocle 1’ensemble des éléments
(u,p,¢) e = L0, T ¥ L™ (10, TIx0) (0, TV )
tels gue, si1 on pose § = Cl + pG, les relations (3.4)-(3.6} solent

vérifiées. Le graphe de A dans la topologie T{X)xt(Y) est fermé,

ou
() = V(L@ faibie®) el (0, 75 (L2010, 1 vhy,
T(y) = 1200, T, V)= (L2 ([0, TIx0)faible*) *xc(0, T;v ) o
DEMONSTRATION. Soit (x°,¥) = tug,p:.f“,an,u“,p“,QZ) une

suite contenue dans le graphe de A (et donc méme dans X'=xY") et

convergente dans la topologie T(X})xt(Y). Puisque la relation (3.4)

. s P n n y3} n T n
avec Cn = CE + pnGn est vérifiée, B, Py , Gn, a, p., C1

satisfent, pour tout n, & la relation

n nnx‘_
(el - (pu o) =
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t ’ t
= [ "Wt -meluisiias - [ o) {voras
o]

(3.35) °

t t .
+ f (™51 () [@)ds - J (p*(s) (2" (s) M8 () )ds
O o

t
- [ @@ s oias vt < (0,71, vo e v
o]

En vertu des lemmes 3.8, 3.9, on vérifie aisément qu’on peut
pagser & la limite dans {3.35). Donc, si on ajoute (p(2)G(t)]|8)
aux deux membres de la limite pour n — ® de (3.35), on a (3.4)
pour (u ,p .f,G,u,p,L) = %%g(x",y“) et &= ¢ + pC.

En utilisant des arguments analogues, on démontre sans
difficulté que les relations (3.3), (3.6) sont elles aussi
vérifiées pour {uo,po,f,G,u,p,qu = %%g{xn.yn) et ¢ = g, * PG

En outre, comme on le déduit immédiatement du lemme 3.8, si
{pz} ¢ LP(0)" et st pg — P, dans (L"(0)faible*)*, alors P, €
L¥(0)". De maniére analogue, si {p"} < L¥(10,TIx0)" et si p" — p
dans (Lm{[U.T]XO)faibie*)#, alors p € Lm(IO,T}x0)+

Il en résulte que (ug.po.f,G,u,p,qi) appartient au graphe de

A, c¢’est-a-dire gqgue le graphe de A est fermé. Le lemme est

démontré. [

On rappelle maintenant le théorame affirmant 1’existence
d’une section mesurable de la multi-application de graphe fermé a

valeurs dans les parties fermées non vides.

THEOREME 3.11. Soient ¥ et ¥ deux espaces de Banach
séparables et A une multi-application de graphe fermé de X a

valeurs dans les parties fermées non vides de Y. Alors il existe
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une application univoque ¢ de X dans ¥, telle que olx) e Alx),
vx ¢ X, et qui est mesurable pour toute mesure de Radon définie

sur la tribu borélienne de %.q

DEMONSTRATION. On la trouve par exemple dans 1’ Appendice de

(8T1.§

Les lemmes que nous avons établis ci-dessus et le théoreme

3.11 nous permettent de démontrer le théoreéme 3.3.

+

DEMONSTRATION DU THEOREME 3.3. Scient A, Xﬁ, Y, w{X), (Y}
comme dans le lemme 3.10. On déduit du lemme 3.9 que ¥ est un
sous-ensemble fermé de 1 espace topoclogique 7T{X). On rappelle
également gque les espaces T(X), T{¥) sont séparables. Alors, on
voit aisément que les complétés des espaces composés par les
éléments de t(X) et par ceux de t{Y), complétés par rapport aux
topologies T(X), t(Y), sont des espaces de Banach séparables,
que nous désignons par ¥ et ¥ (on rappelle que les espaces
(L2 (O)faible®)® et (L°([0,TIxO)faible*)* définis au début de ce
paragraphe ne sont pas complets). En rappelant le lemme 3.10, on
peut prolonger sans difficulté la multl-application A définie sur
X" en une multi-application A définie sur X de sorte gue le graphe
de K soit fermé dans la topologie ¥x¥ et que les valeurs de A
soient des ensembles fermés non vides de Y.

Cela étant, d’aprés le théoréme 3.11, il existe une section
mesurable ¢ de A. Donc, en la restreignant & X+, on obtient une

application mesurable A: X' {muni de la topologie (X)) — Y

{muni de la topologie ©{Y)) telle que
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Ax) e AMx)  ¥x e X,
Définissons 1'application «: Y+xC[O,T;V1} — Y par la
o
relation

k(y,6) = (u, p, € + pG) (y = (u, p, t,) € Y,

1
ol
Y = L%(0,T;7") x L°(10,TIx0)faible* x L°(0,T;v " )faible*.
En rappelant le Jlemme 3.8, on vérifie facilement que & est
mesurable méme si Y est muni de la topologie t(Y). Le lemme 3.8
implique aussi que T reste mesurable méme si X est muni de la
topologie t(X). Si on pose
Alx) = k(Ax),6)  (x = (u,p ,£,6) € X)),
® = Al

il s'ensult alors que 1'application 9 est mesurable et que, pour
presque tout w € @, ¢{w) = (ulw),p{w),{w}} est bien défini et

satisfait & (3.4)- (3.6). Le théoréme est démontré.§

DEMONSTRATION DU THBEOREME 3.2. Le théoreéme 3.2 est un cas

particulier du théoréme 3.3, 11 a donc déja été démontré.!

58

CHAPITRE 4

THEOREMES D'EXISTENCE (II) - PROBLEME DE MARTINGALES -

1. - Enoncés des théorémes.

Dans le chapitre précédent, nous avons établi le théoréme
d’ existence pour les équations de Navier-Stokes stochastliques non
homogénes dont la perturbation stochastique G est une variable
aléatoire a valeurs dans C(O,T;Vl] (Théoréme 3.2). La fait que le
processus stochastique G soit a valeurs dans V1 est essentiel pour
que la méthode semi-déterministe 1illustrée dans le chapitre
précédent soit applicable aux équations de Navier-Stokes
stochastigues homogénes cu non homogénes.

D’autre part, l’utilisation de 1'intégrale stochastique nous
offre une autre possibilité de 1’étude  des équations
stochastiques. En particuller, la formulation des équations sous
la forme dite «probléme de martingales» nous permettra de
considérer une autre classe de processus stochastiques comme
perturbation stochastique aux  équations de Navier-Stokes
stochastiques homogénes et non homogénes. La perturbation
stochastique pourra en effet étre un processus a valeurs dans Vo,
mais non nécessairement a4 valeurs dans v, 11 faudra naturellement
que le processus stochastique soit tel qu’on puisse définir une

intégrale stochastique par rapport & lul.
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Dans son travail [V1], {V2], Viot a démontré 1'existence
d’une solution faible du probléme de martingales correspondant 2
1’équation stochastique du type MNavier-Stokes. Y1 a considéré
comme perturbation stochastique un processus de Wiener & valeurs
dans un espace de Hilbert séparable H, qui, pour les équations de
Navier-Stokes stochastiques, sera 1’ espace Vo. I1 a wuatilisé,
dans la démonstration du théoréme d’existence, la propriété
particuliére du processus de Wiener. Mals on ne peut pas appliquer
cette méthode directement aux égquations de Navier-Stokes
stochastiques non homogénes, car 1'intégrale stochastique

Jos
n’est plus un processus de Wiener si p n’est pas constante.

Donc, pour démonirer le théoréme d'existence pour les
équations de Navier-Stokes stochastiques non homogénes, il m'a
fallu introduire un espace Y prodult d’espaces fonctionnels Y¥,
Yp, Yﬁ, ete... tel gque ulw;-,-), plw;:,+ ), Glw;-,-), etc...
appartiennent respectivement a Ye, Yp, YG, ete... (voir le
paragraphe 3 de ce chapitre). L’introduction de 1'espace produit ¥
nous permettra de trouver une convergence de mesures de
probabilité qui représentent les solutions approchées. En outre,
si on se sert de 1'espace produit ¥, 11 ne sera plus nécessaire de
se limiter au cas ol il s’agit d’'une perturbation stochastique
sous Jla forme d'un processus de Wiener et on pourra plutét
considérer directement une classe de processus stochastiques
beaucoup plus grande que celle des porcessus de Wiener.

Pour arriver a cette idée, les conversations que j'ai eues
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avec le prof. A. Cruzeiro sur son travail [Cr} m’ont été utiles.
D’ autre part, c'est au travail [V2Z] de Viot que je dois plusieurs
peints techniques de ce chapitre.

Nous allons.maintenant énoncer les résultats. Nous commengons

par préciser les conditions sur les donnges G, H, f, Uy Py

(QF (F ) ,P) est une base stochastique sur
t't€t0,T)

(4.1) A laqueile le processus H et, éventuellement, G sont

définis,

H est une martingale continue & valeurs dans v’ telle

que H(G) = O p.s. et qu'il existe un processus
. 0,0

stochastique @ & valeurs dans 2% v%) tel que

(a.2) | 0 e Lt 12 W% v°)) pos.,

t
«Hp(t} = f Q(s)ds p.s.,
0

< o,

2
E"QBLI(O,T;fi(VO;VO)}

.
ot «f» est le processus croissant associé a H, tandis que

£3(V0;V0) = VaglVO est 1'espace des opérateurs nucléaires de v* a

VG; la norme d'un élément g de cet espace est définie par

[+1]
= Bgllp = sup ¥ («q, an>[bn),

n=l

Hqﬂfl(voiyo)
ol le sup est pris par rapport a tous les systémes orhtonormaux
pessibles {a }, {b } de v° (pour ces notions, voir par exemple
n n

[M], {Pa} (en particulier §2, §3));
4.3y £ e L'o, T (L2000,

(4.4} u € v,
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pO € Lw{O}’
(4.5} _
g < Ep = Eiselgf po(xi s ess_sup pg{x) = cp(x) < oo,

On suppose éventuellement donné un processus stochastique &

satisfaisant aux conditions suivantes:

[ G est un processus stochastique adapté (par rapport

a ?t], continu & valeurs dans V° et a variation bornée
(4,6} A
avec

\ E(Var 0(G;0,T))" < m,

[ pour tout € > 0, il existe une feonction réelle yle;:)
définie sur [0,T], continue et telle que y(e;0) = 0 et
que

{4.7) 4
P{{weRd: v8e[0,T], S{w;8) = y(g;8)}) =21 - ¢
o

L Sl{w;8) = sup{VarVo(G{w};tz,tz): [t},tzlc[O.T],ta-tlﬁa},

G est A variation bornée a valeurs dans V' et tel que
(4.8)

E(VarV1(G;O,T}]2 <,

olt Varys{G(w);tl.tz} désigne la variation tetale de Glw) = Glw;-}

dans 1'intervalle [ta’ta} par rapport a la métrique de V°©

{s =0, 1), et que H est tel que

[ il existe P, p, > 1 tels que

~1
p, > plp, - 1)

(4.9} { et que

P
el to,T;: V%)) p.s.,
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pz
ENGH ® Lo o < W,
L (o, 8w v i)

Les théorémes que nous allons démontrer sont les suivants.
THEOREME 4.1. Supposons que les hypothéses (4.1}-{4.5} sont
vérifiées, Alors il existe une base stochastigque
L%, () ,P) et des variables aléatoires
t t€{0, Tl
u s 8- L2010,

— 1710, TIx0) (muni de la topelogie faible*),

Ll

p o

8- cw,1mv",

b4l

telles que les conditions sulvantes {4.10)-(4.15) soient

vérifiées:
u e Lz(O,T;Vl} P-p.s.,
(100 4 g = BEAh P
* o BEER P10 5 S, Fopsy
pour toute fonction o: cie,7:v° — R continue et
(4.11) { bornée, on a
EE?@(H} = ﬁfﬁ;(ﬁ(f{),
(4.12) H est une martingale par rapport a (Q,?,(?t)te[mT],P],
pour toute fonction ¥ (-) = wr(a;-) . & — C'0,T;R)
r

{avec r & 10,T}) bornée (c’est-a-dire dc < w tel gue

”wr(w;.)RCE{Q,T;ﬁ} = ¢ Yw € Q), mesurable par rapport

4 % et telle que, si r > 0, alors
r

W (t) =0 Vie [0, r]uAT},

ou, sir =0, alors

wr(T) = 0,
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\

pour tout ¢ € D{R;R) et pour toult ¢ € v on a
(4.13) T
iﬁ[J;w;(t)w((p(t}u(t}}ﬁ))dt
iy
+ Iwr(t)w’((p{t)u(t)|19}){{p(t)(u(t}-v)é‘{u(t})
[+]
- (Vult)|Ve) + (plt)f(t)|e)idt
1 N
+ -2—f <@ _(£)e” ((p(tIult)[8)) (Prp(tIoePra(t)e), de»(t)>] =
o
[ = - B (0)ellpu |9)),
pour tout ¢ e C(O,T;H(0)IAC (0, T;1HO)) tel que
y(T,-) =0, ona
(4.14) .
f([ p(t,x)iﬁtw(t,x) + u(t,x)-Wyl{t,x)]ldxdt =
o
= - J p (x}(0,x)dx B-p.s..o
0 [+

(Comme le prbcessus croissant «f» héritera une propriété analogue

a (4.2), l'élément deff»(t) pourra étre remplacé par «H»’ (t)dt.)}

THECREME 4.2. Supposons que les hypothéses {4.1)-(4.9) sont

vérifiées. Alors il exigte une base stochastique
{n,?,(?t)teuhT],P] et des variables aléaloires

u: & - 120,10,

p: 0 — L®(10,TIx0) (muni de la topologie faible*),

8 e,V Y,

—y C(o,T;VQ),

o
o

— c(0,T; V™,

e
e

pour lesquelles sont vérifides, outre les conditions (4.10),

(4.12), (4.14), les conditions suivantes {4.11)bis, (4.15)-(4.17):
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pour toute fonction ¢: C{O,T;VO) — R continue et

{(4.11}bis bornée, on a
EPw{G + H) = Eﬁ@(c + H),

pour P-presque tout w € {1, &(w;-) est une fonction 2
{4.15)

variation bornée, a valeurs dans VI,

[ pour tout % € Vl, le processus
& t
W) = @(t)]®) - (pu |0 - I<p($)ﬁ, d&(s)>
0
. .
- [t wisy - msjues) - wuts)jve)

{4.16) < o

+ (p(s)E(s)|o)lds

est une martingale par rapport & {Q,?,(%t)teuhT],P}

avec le processus croissant associé

t
s (t) = J:<Prp(s)a®Prp(s)ﬁ, defin(s)> P-p.s.,
0

\

£
ot f <p(s)e, di{(s)> est calculé comme intégrale de Stielt jes,
0

pour tout ¢ € vt on a

? ~
(4.17) j [(p(thu(t) - 2(t)|o)jdt =0 B-p.s.,

0

(€0) - pu|®) =0 P-p.s..o

Le probléme formulé dans ces théorémes est une forme faible

du probléme (1.12)~{1.16) dans lequel G est remplacé par H ou par
G + H. En effet, comme la condition {4.17) est une forme faible de
la relation

Z(t) = Prp{tiult),

la condition (4.16} est une forme faible de la relation
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(p(t)u(t)]®) - (pu o) =

t
= [ tpts) wis) Mofuts)) - (uls)|98) + (pls)f(s)|9)1ds
Q
t t

+ I <pls)e, di(s)> + f<p(s)19, dif(s)>,
[+] o

ce gque nous pouvons vérifier sans difficulté en rappelant les
propriétés des Iintégrales stochastiques par rapport & une
martingale. Cette derniére égalité est évidemmenit une forme faible
de 1'égquation {(1.13}. lLa condition.(4.13) est une forme faible de
la relation (4.16) jointe & (4.17) pour G = 0. Il esi, en outre,
clair que la condition (4.14) est une farme'faible de 1’#&quation
{1.14) (voir aussi la remarque qui suit 1'éncncé du théoréme
3.3).

Les conditions G(¢) = 0 p.s., H{O) = 0 p.s. ne sont
évidemment pas essentielles. Nous les supposons vérifiées pour dque
la démonstration ne soit pas inutilement compliquée.

Quant é.la condition (4.16), il nous convient de 1’ exprimer

sous la forme (4.19) donnée par la remarque gul sult.

REMARQUE 4.3. Supposons que les hypothéses (4.1)-(4.9%9)} sont
vérifides et gue toute la thése du théoreme 4.2 sauf la condition

(4.16) est vérifide. Supposons en outre gu'on a
ki d 2
(4.18) Eﬁﬂ (t)" < w V¥t e [O0,TI.
Alors la condition (4.16) est équivalente & la conditfion suivante:

pour tout ¢ € D(R;R) et pour tout ¢ € v, le processus

ﬂ = —
N (2) = eU(&(D)]®)) - ¢llpu |9)
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t
- [ e o e ue nejuis))
o}

(4.19}) ¢« - (uls)|®} + {pls)f(s)]|8)lds

t
- [ (e jonptsre, disr>
o

t
- _%_f <¢”((§(s)iﬂ)l(Prp{s)ﬁ@Prp(s}ﬂ), delis (s)>
o

est une martingale par rapport & (Q,?,(?t)te[&T].F].

DEMONSTRATION, l.a démonstration est analogue a celle du
théoréme 1.2 de [V2], chap.1. En effet, comme on le veoit
facilement, si (i} est une fonction réelle continue et si «it)

est une fonction réelle continue & wvariation bornée, alors

1’ intégrale de Stieltjes

t
wit) = J o(s)dals)
Q

est une fonction continue & variation bornée. I} s’ensuit que, si

7n(t} est une fonction continue, alors on a

L t
J nisldyls) = f nlshp(sida(s}

Q O

et que, si n(t) est continue et si B(t) est continue et &

variation bornée, alors on a, par intégration par parties,

o pt t
zJ'n(s)dstsJ)(j o(s)dals)) =
(4] 4]
t .8 t .=
= j (j #(r)dB(r) Yo (s)dals) + j {j o(ridalr))nis)da(s).
0o "0 g0

Cela étant, pour déduire de (4.16} la relation {(4.19), il
suffit 4’ appliquer la formule 4’ Ito.
Pour démontrer la réciproque, on éuppose la condition (4.19)

vérifiée. Alors, comme dans la démonstration du théoréme 1.2 de
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Iv2}, chap.1, en passant a la limite, on voit gue Nz(t) est une
martingale locale pour tout ¢ € A(R). En particulier, le sont

Li g

kv 3
N t) =
wfp}=p{ Y= M (t) et

G/
Nw[p)=p2(t)'

En outre, grice & (4.18), Mﬁ{t) est une martingale.
D’autre part, la construction de Mﬂ[t) indiquée dans (4.16]
et les propriétés de ¢(t), p(t), ul{t), £(t) entrainent que M°(t)

est continu. Donc, par intégration par parties, on a

LA
2(t) ~ J <Prpis)oePrpls)s, deis(s)> =
0

wty? - a®

Alt) o p)=p

]

ki g
= 20pu |9’ (1)

. ,
. 2] WPty - WP (s Ip(s) (uls) - Msfuls))
0 .
- (Vul(s)|ve8) + (p(s)f(s)|9)]ds

t
+ zf <it) - WP is)pls)e, di(s)> =
0
t =
= 2[ [[ {(p(r) (ulr) - WIp|ulr)) - (Vu(r)|Ve) + (plr)f(r)|o)ldr
[+ Bl ]
5 . .6
+ f <pl(r)e, dG(r)>]di (s).
[+
Denc, comme Mﬂ{t) est une matingale, A4(t} 1l'est aussi. En

adjoignant a4 A(t) une martingale locale Ng(p)zpa{t) et en tenant

compte de (4.18), on voit que le processus
o 2 t o
M {t)" ~ f <Prp(s)oesPrpl(s)®, d«H»{s)>

o

est une martingale, d'ou (4.16).f
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2. ~ Estimations des solutions approchées.

Comme 1’'addition formelle du processus stochastique G # 0 éu
processus H dans les formules du théoréme 4.1 ne modifie
évidemment rien; nous considérons les sgolutions approchées pour
les équations en présence du processus stochastique G + H au lieu
du seul processus H et cela méme pour le théoréme 4.1. Cette
convention nous  permeitra d’appliquer directement a la
démonstration du théoréme 4.1, comme a celle du théoréme 4.2, les

estimations des solutions approchées gue nous allons établir.

Posonsg
m—
(4.20) uo = Prmuo,
(4.21) G = Pr G,
(4.22) = Pr A,

Soient en outre {pg}. {fg} deux suites de fonctions satisfaisant

aux conditions suivantes:

(4.23) pg e MO, Ep = pg(x) = Ep Vx € O, p: — P, dans L(6),

e 1%0,1; 20N, £ - f dans L(0,T; (L5001,

(4.24) vis,t] ¢ {0,T]

1. t
j BE® ()0 adr = J RE(E)
= s

(L2(0)) (L2(0))%%"

On voit immédiatement que les données uz, pg, , ¢+ B qui
satisfont & (4.20)}-(4.24) vérifient les conditions des données du
probléme (2.6)-(2.10) dans lequel nous avens a substituer & o+ B

a ¢". Donc, d’aprés le théoréme 2.6, 11 existe une paire de
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variables aléatoires (p,u) = (p",u™) a valeurs dans
G(O,T;Vm)xcl([O,T]xO) et une seule qui satisfait a (2.63-(2.10)
avec les données uz, pﬁ, £, G + H" vériftant les conditions
{(4.20}-(4.24).

PDans la suite, nous allons démontrer, pour ces solutions
approchées (um,pﬁ), ies lemmes 4.4, 4.5, 4.6, 4.9 et le corollaire
du lemme 4.5 en supposant vérifiées les conditions (4.1)~(4.6).
D’autre part, le lemme 4.7 sera démontré sous les hypothéses

(4.7), (4.9) outre les conditions (4.1)-(4.6}.

LEMME 4.4. Supposons que les hypothéses (4.1)-(4.6} sont

vérifides. On a alors

(" ()" () {u"(t)) - {pu |u} =

t t .
- - 2[4[ {7 (s, %) | %dxds + 2[ (0" (s)£" (s} [u"(s) )ds
(4.25) ; 0 °
. 2f ™5 (s}, dd(s)> + 2J P sNP(s), aits)>
4} O
t

+ f <pm(s], del™» (s)> p.s.,
4]

on «H'» est le processus crolssant associé a la martingale Hm,

processus & valeurs dans Vm®V , tandis que <p'is), > = <p"lw;s), >
m

qui fligure dans la derniére intégrale doit étre considéré comme

1’élément de £(V ,#{V ,R)) défini par la relation
b1 m
m - m -
<p (w;s), V1®V2> = (p (w,s}vllva) pour v , v, € Vm.m

DEMONSTRATION. Posons
TSN TSI ¢ L ¢

z?(w;t] = (vm(w;t}lej) (j=1, -, m.

T0

Alors les ralscnnements de la démonstration du théoréme 2.5
5" appliquent & ces fonctions. Il en résulte avant tout gue la

fonction z?{w;-) appartient & 1’ ensemble

1/2

K={z e CO,T;RM): {z(t)] = (p(1))} "}
ot ¢(t) est la fonction définle par (2.21)-{2.23}, et par
conséqguent elle satisfait & la condition (2.19). Par suite, on
dédult du lemme 2.4 que

d

m 2 m
ar 1(w, ) & L7(0,T;R),

ou encere
(4.26) 8" e Lz(U,T;Vm} p.5..

D'aufre part, comme pm € CI({O,T}xO] p.s., on a
{4.27) atp“ € C{0,T;C(0)) p.s..

Comme on le volt facilement, le fait que G+ B e C(O,T;Vm)
p.s. et les relations (4.26)-{4.27} légitiment 1 application de la

formule d'Ito a

(P ()" (1) [u(t)) =

= (M) E) + G + HUN) + Gt + B ().
11 est commode, dans 1'application de 1a formule d’Ite, de
considérer p (w;t} comme é&lément de Q(Vm,f(Vm,R}) (défini dans
1'énoncé du lemme). La dérivée de <p (w;t), > par rapport & t est
1’ élément de Z(VE,E(VE,R)), élément défini par atpm(w;t). La
formule d’'Ito nous donne donc

M L)) - (pyu, lu,) =

£ t
(4.28) = I ((Bspm(s})um(s}]um(s))ds + 2{ <™ (s), plsidu"{(s)>
0 0
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t
+ J <pls), dell™»(s)> p.S..
0

Ici la formule d’Ito peut étre considérée comme celle appliquée a
des processus stochastiques a valeurs dans un espace de Hilbert
séparable V'B {on peut trouver, par éxemple, dans [Pal] les détails
de la théorie des intégrales stochastiques de processus 3 valeurs
dans un espace de Hilbert séparable). Mais, comme Vm est un espace
de dimension finie, on peut utiliser la représentation vectorielle
et matricielle pour réduire le probléme en une formule de
fonctions & valeurs dans R". Dang les deux .cas, on parvient au
méme résultat (4.28).

D'autre part, on déduit de (2.7) que

((a_p"(s)u"(s) |u"(5)) =

{4.29) =~ ({uMs) T (s () [u(s)) =
= 2(p"(s){u"(s) V" (s} {u"(s)) p.s..
Finalemeﬁt, comme les fonctions yj(t) = (um[t}]ej} sont
continues, on multiplie les équation (2.6) (j = I, ..., m) par

(yj{t)} et on les additionne par rapport & j, de sorte qu'on a

(P |u™) = ~ (p (™ V" Ut - (Ve |V Yt
+ (" ju™)dt + (p"dG" [u™) + (paH"ju").
En substituant cette derniére relation et 1’égalité (4.29) dans

(4.28), on obtlent précisément {(4.25).1

Précisons que 1’ intégrale stochastigue

t
f <" ()" (), ai(s)>
o]

T2

par rapport & la martingale H' dans (4.25) est bien définie. En
effet, la formule d’Ito appliquée 2 (pm{t}um(t)[uw(t]} est obtenue
par la substitution de tAT; 4 t dans {4.28) et par le passage & la

limite pour n — w, ol Tn est le temps d’arrét définl par

T =T (@) = inf{0 55 = ¢t : (W {w;s)l 0)v{ieE™(w;s)0_) > n}.
n n v Tr

C'est-a~dire, comme {4.28) avec tATn est évidemment vral pour tout
n et que, gréce a la continulté de u” et celle de «H'», on a
T;{w) —3 t p.g. pour n — o=,

(4.28) est vérifiée épgalement avec .

LEMME 4.5. Supposons que les hypothéses {4.1)}-(4.6) sont
vérifides. Alors il existe une constante C indépendante de m et

telle que, pour toutes les solutions approchées (um,pmJ, on ait

T
m 2 2 m 4
(4.30) E[Jeuu (£)121dt]% + E_gup Wu"(2)lj0 = C. o

DEMONSTRATION. On déduit de {4.25) que

T
m 2 n 3
CpoERy M (1)lgo + 2fozzu (£)171dt =
-] m T fm
. 28 [ e dt ()
way - Folal%) CP[IO (430120 yy3dt] gy, Iu" (1) 10

t
+ 20§%gT]I;<pm[s}um(s}, dGm{S)>[

t
* 2ot l] T, o)

+ Cp"QHLi{U,T;Zl(VD;VG]) p'si
(ot on a utilisé le fait que

Var («H™;0,T} = 1Ol ).

2™ Lo, ;e v° v

Si on considére le carré de {4.31),-on a
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T
m 4 m 2 2 -
oSyR M (tH0 + [foﬂu (tluvmt] =

T
= e[ (M |u™® + (| w2, ., 300"
(4.32) ool o Iﬂ {(L7(0))
T 2
* aE‘é%le <" (s)u"(5), d6"(s)>]
o

T
+ ﬁgggTIJ;<pm(s)um(s}; ai"(s)>|*

2
SO o gt % 00)] Pese

ol ¢ est une constante indépendante de m.

Comme { est un processus a variation bornée, on a

4
m m =
GgggTIJ;<p (s)u"(s), dG"(s)>] =

= C, BB [(,gup, i) 03Var 0(d";0,1)]
et domnc

T
2
ﬁoggngj;<pm[sJum(s}. dd"{s1>|° =
{4.33) .
1 o 4 - .4 4
s —F gup Nu ()il o + 4{c } EVar(G;0,T)
4 TOELET v o]

D’autre part, le processus

k4
J <p (" (s), dF(2)>
0

étant une intégrale stochastique par rapport & une martingale, est
lui aussi une martingale. Donc, en vertu de la seconde inégalité
de Doob {(voir par exemple [IHW}, chap,i,/Th.é.lo), des propriétés
connues des intégrales stochastigues par rapport a une martiﬁgale
{voir par exemple {M}, 810, ou [Pal) et des hypothéses (4.2),

(4.22}, on a
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1
m m 2
EogggT[J;<p (s)a"(s), dH"(s)>]° =

1A

T
45;[ <" (t)u®(t), A" (t)>]® =
o)

(4.34)

1A

vy
4£Ej’ nPr o™ (£)u" (1) f,odrr«ﬂ‘“» (t) =
O

1/2 172

m 4 2
= c[E gup WP p" (1)u"(£) o] C[ENQN 1 7 g1 (0. 0y, ] =

1 m 4 ; 2
= mngaéggTHu (t]ﬁvo +C EHQ"Ll(D,T;fi(VO;VO})’

o Tr désigne la trace, ¢’est-a-dire

[++]
TrA= T (<4, eple) (A 2% .
=1

Comme on le veit alsément, Tréd jouit de la propriéteé
|Tra| = nany w4 e £V

en particulier, on a 1’égalité si A4 est autoadjeoint défini
positif, comme dans le cad du processus croissani associé & une
martingale {voir [Pal}.

Compte tenu des conditions (4.2)-(4.6), (4.20)~{4.24) et des
estimations (4£.33), {4.34), on déduit de 1’espérance mathématique
de (4.32) 1’inégalité (4.30} avec une constante € qui ne dépend

pas de m.J
COROLLAIRE. Il existe une constante C indépendante de m et
—

telle que pour loutes les solutions approchées {um,pm) on a

T
m 2 m 2 -
(4.35} EJ;HU (t}ﬂvidt + EogggTﬁu {t)“Vo =C. g

DEMONSTRATION. Le corollaire résulte immédiatement du lemme

4.5.8
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LEMME 4.6. Supposons que les hypothéses (4.1}-(4.6) sont
vérifides. Alors pour tout £ > 0 [l existe une constante cle}

indépendante de m et telle que pour fout m on ait

T
~1/2 ™ m 2
(4.36) P{{w:ﬂ§ggT6 j; flu (t+8) ~ u (t}ﬂvodt = ¢c{e}}) =

v

1 ~¢e. n

DEMONSTRATION. On rappelle d’abord la relation
a(e™ (W UY = <p" (1)U, du™(E)> + (80" () () |U)dt

pour U € Vm. Alors les relations (2.6), (2.7) ol G est remplaceé

par G + H impliquent que, pour tout Y €V, on a
m

(" |v) = ™ W™ W™ - (W) + (" [U)ldt
(4.37)
+ <me,dGm> + <me,de> p.s..

On pose
Pour U7 dans U, prenons
U = U() = dh(t8) - Ut (¢)

avec & € 10,T], t & [0,T-3] et on substitue cette expression dans
(4.37); c’est légitime, car u"(t+8) ~ u"(t) appartient a V . Puls
on intégre les deux membres de (4.37) de t a +3. On peut
maintenant raisonner comme dans le cas de la déduction de (3.14)
de (3.12). Dans le calcul de 1’intégrale, il faut seulement faire
attention au fait que, a la différence de {3.12), il s’agit icl de
u = u" au lieu de v et de U = U{t) au lieu de V, ce gui toutefois

ne cause aucune difficulté. Donc, compte tenu aussi de la relation

((p"(t+8) - P ()W (£} |U(L)) =
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t+8
- [ veto vids s
+

on tire de 1'intégrale de (4.37) 1’ inégalité

i 2 £+3
Lawcerndo = I ™)), dd"(s5)>
t
(4.38) L+ 48
+ j <PM(SWH(E), dH (s)> + j A (t;s)ds  p.s.,
t t
ol
N m m 0 m
Ao(t;s) = liu (s)Hvlﬁu {t)uy;{uu (t}ﬂV1 + (t+6)ﬁV3)
m m m m
+ flu (S)HV1(Hu (S)"Vl + 1) (Ul (t)ﬁvl + fu (t+5)ﬁy1)
m m
+ Ilfm{s)lt(Lz(O”3{llu (EH0 + Mu"(1+8)40).

$1 on caleule chagque intégrale de la derniére expression de

(4.38) d’une maniére analogue & la démonstration du lemme 3.3,

onn a

T—Sdt w0 i ads U™ )1 (280 1] = 8P, n
J; [It u® (s} 1dsiu gl v ]= 120,77y

T—6<-,11: t+e’u s Pidshia™ (200 1] = 8 22 1
L [Jt u isJiylasiy il = Lo, 137y’

3ds|su”’{t)szvo] =

T3 t+8 -
dt Hf (s)lh, 2
J; [jt (L7(€))

= 875 o r 0, T, (12(0)®)
On a donc
s S " n,2
& j; dt[t &D(t;s}ds = cllu "LE(O,T;Vll(I + Hu ELZ(O,T;Vl})'

Comme le deuxiéme membre de cette inégalité ne dépend pas de 3 et
gu'il existe, en vertu du lemme 4.5 et de son corollaire, une

constante ¢ indépendante de m et telle que
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T T
3
Wiz ooy (E(Llsu‘“(un;a\dt})“a(ts(joznu"‘(t}n;ldt)a)“z = ¢,

e a

T

i3 3 £+8
(4.39) EogggTa J‘ dtJ; &O(t;slds = ¢’,

0

o ¢’ est une constante qui ne dépend pas de m.

I’ autre part, on a

T3 c+d
J dtj <p"(sW(t), da*(s)> =
0 t
. n T-8
= 2cp0§EgTﬂu (t}HVD . VarVD{Gm;t,t+8}dt 2
_ a T &
= 2%0%‘3}%?"“ () [J‘T_BVarVo(G'“;o,tJdt - j Varvo(dn;o,t)dt] <

a

s 2z " .
ZCpogggTHu (t}HVDSVarVO(G,O,T).

Par conséquent, compte tenu du lemme 4.5 et de la condition (4.6},

on a
sz T8 L+S m
{4.40) E syp 8 f dt[ <" (s W (tY, ad™(s)> = ¢
o t

avec une constante ¢ indépendante de m.

Pour estimer
T-8 t+&
J dtf <p™{sWL), di"(s)>,
0 t :

on rappelle que <p"(s)-,-> e ClE,t+8;£(V .V }) et que U(t) ne
dépend pas de 5. Il s’ensuit que
t+S n t+d
[, arsy - W[ "), aits)») =
: t

t

= W H(2+8) - B (1)),

ol
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t .
() = j "(s)-, dH”(s)>.
4]

On a donc

-8 t+d
5"1’2I dtj < (s)(t), db"(s)> =
8] t

T-8 7-8
(4.41) = 6'“2[f uu{t)lz;odt]l’e[f (B (t+8) - H"(t))%at]™? =
[+ o o o
T3 2
= ea’”zf W) 12at
0

-8
+ <4e3‘15’“1’2j (" (¢+8) ~ B°(t))3dt.
-, e p

Pour estinmer le dernief terme de (4.41), on définit

1 =1277,27)
et on prolonge HE 3 drolte en posant H;(t} = HZ(T) pour t =z T. On
remargue que H;{t} est une martingale. Par conséquent, en vertu de
la deuxiéme inégalité de Doob et du fait que lH:(t)fg - Tr«H;»(t}

est une martingale réelle ({(pour la définition de Tr, voir

i’explication gui suit (4.34)}, on a

T~3
~1/2 m " 2
- H (¢ di =
Esggpa j (Hp(t+6) p( 1

n 0
T-2 7T m -
5 2n/2T~1/QEJ [ sup (B (s) - B (£))7]dt =
o tsestez D01 P P
T2 "1
= 2“"%‘""2[ 45(32(“2””17') - HE(tJszt =

¥

-n
T

T-2
Vet 24f E(Tr«Hz»(t-tQ'nHT} - Tr«H;»(t]}dt =
[#]

t

N -n+i
T2 T
] Tre> (t)dt ~r Trefiy(1)dt] s

~-I
-2 T o

[
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s V32, oy £Tr«H2»{T) =

-n/2,.1/2
T

1A

2 8(2 YERQH
) ER

Lo, 2 %)) = 1

fr el
Puisque ]10,T] =n911n, on a pour tout g, > 0,

-8
-1/2
P({o: _syp 8 L’J; W (t+8) - Hh ()%t = L)) =
(4]
- 12 -8 m 2 1
(4.42) = T P({w: - J -y =1y s
n);:i ({e sEup . (Hp{t+6) Hp(t}) dt = 3l
n 2]
< g Eg—n/Z '
= oL ¢, =ec’,

ol ¢’ est une constante finie qul ne dépend pas de m.
Il résulte de (4.38)-{4.42) qu'il existe une constante ¢ < ®
qui ne dépend pas de m et telle que pour tout £ > 0 on ait
e
s 1

) ~1r2 2 N
F{{w.ogggTé J; BU(t)HVodt = WEM}) = gc,

d’ol le lemme.Q

LEMME 4.7. Supposohs que, outre les hypothéses {(4.1)-(4.6),
les hypothéses (4.7}, (4.9) sont elles aussi vérifides. Alors,
pour tout & > 0, il existe une fonction réelle B(-) = Ble;-}
définie sur [0,T}, continue, indépendante de m et telle gue
Ble;0) = 0 et que, pour toutes les solutions approchées wW" oM,

on ait

(4.43) P{{w:VéeEO,T},Vﬂeyl, Sl(m,w;a,ﬁ) = ﬁﬂﬂvxs(e;s}}) z
=1-g,

ou
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Sl(m,w;é,ﬁ] =

= sup{i(Prmpm(w;t)um(w;t) - Fvgpm{u;s)um(w;s)lﬁ)l: Oss=t=T, t-5=8}.n
DEMONSTRATION. Comme Pr_ est autoad joint et que ¢ = Pr ¢ e
€ V , en substituant ﬁm a U dans (4.37), on a
m

afpra®|e ) = [(p" (W™ o fu") - (W"[V8 ) + (" | Yldt

+ <pmﬁ , dc™> + <pmﬂm, di > p.s..
m
Donc, en intégrant cette égalité de s a t, on a
[N (E) - P (s) e )] =
At
(400 = (U@ WD [ur) - (@) 7))
s
+ (" () |o ) dr|
t t
+ ;I p"(r)g , dG(r)>| + If <p"(r)e , di"(r)>].
8 5
On a, comme dans la démonstration du lemme 3.6,
t
;j (0" (r) W™ (r) - V)o_|u"(r))ar] =
s
1/4 " 172, m
5 cd (OgggTHu (r)ﬁyo) {73 "LZ(O,T;Vl)”ﬂﬁvl’

t
g 17&, m
!J Wu(r) e Jdr] s o3 "l 200 1, yty 1Ol
]

t t
lf (Pm{r)fm{r}fém)dr} = cjsﬂfm(r)u(Lz(O))3drn@ﬁV1.
]

Par conséquent, grace a (4.3), (4.24), (4.33), on wvolt que, pour
tout € > 0, il ewiste une fonction réelle BO(-) = Ba(e;') définie
sur [0,T], continue, indépendante de m et telle que 80(8;0) = 0 et

gque pour tout m on ait
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. i . - X Ip >0, w> 0, ¢ » 0 tels que
(4.85)  PUo: V3el0,T),¥oel', S (m,0;8,0) = ol 18 (c55)}) = aan) {

.- e Vis, t]<[0,T] E(Tred»(t) - Treds(s))® = c(t ~ &3
{(pour la définition de Tr, voir Ll’explication quit sult {4.34)}).
ol .
Alors, d’aprés le lemme 4.8, gqu’'on va veir ci-dessous, pour fout &
Sz(m,w;a,ﬁ) =
Lo i > 0, i1 existe ugimfonction réelle 81(-) = Bl{s;j} continue sur
e . + . m . - n .
sup{;Lup (w3 0) (P03 r) -7)0_u"(030)) - (WP (wir) |0 ) . (0,71 telle que 8,(0) = 0 et que
L8 .
+ {p (w.r)fm{w;r)iﬁm)]dri: O=gstsl, t-s=3}. : P({w: vae[0,T] suplliA(t) - A(s)"vo; OssstsT, t-s<8} < 31(9;5}}) -
D*autre part, comme on a : =1 -g
£ :
[J <p (r)s , dGm(r}>j s ¢ kol oVar, o(Gis, t), ' et donc
s m 2] ¥ ¥

1 o>

en vertu de (4.7} on a pour tout m {4.48) P({w: ¥3e[0,T]1,¥0€V", S (m0;8,0) = W08 (£;8)}) =
) =1 - g,

(4.46) Pl{w: V¥8e[0,T],voel", S (m,w;8,0) = Epliﬂ?lyiar(sgﬁ)}) =

olt

o t
o S4(m,w;6,@) = sup{]f <pm(r)6m, de(r}>(w)]: Ossst=T, t-ss3}.
s -

t
é i g.47 est
Sa(m,w;a,@) = sup{ij <pm(w;r)ﬂm, dGm{w;r)>E: Oss=tsT, t-s<8} Démontrons maintenant que la condition ( )
° effectivement vérifiée. On a en effet

et y(g;+} est la fonction donnée dans (4.7},

t
Pour estimer Treas(t) - Tremr(s) = Trf <p"(r)-, ai*(r)> =
g

t t
supij <pm(r}ﬂh, dﬁm(r}>i, = Epﬂ«H»{t) - «H»(s)ugi = Epﬂf Qlrldrilp =
s )

nous considérons <p {r)-,-> comme élément de £(¥ ,V ) et donc ; P s)(p—lbwlugﬁ
m m = - P
* n P LMo, et %)
J <p(r)-, di™ir)>
0
: Donc, en vertu de la condition (4.9), on a, peur tout [s,ticlo0,T],

comme martingale & valeurs dans V . Nous admetions pour le moment
»n .

_ p
que la martingale E(Tred»(t) - Treds(s)) ° =

t
Aty = fqo‘“(r)-, A" (r}> b, po0e b
o s (¢ ) “(t-8) EU4QN P, . D- 0.
P : Lo, v

satisfajit a la condition
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C'est-a~dire, la condition (4.47) est vérifiéde avec
P =P,
a = (pp,~p,-p,)/p, >0,
p P

0<c= (Ep) %eng & < w.

LYo, ;20w v
Pour conclure la démonstration, 11 suffit de définir la
fonction

Ble;8) = sote:;a) + Epa’(e;ﬁ] + B (g;8),
&

qui, en vertu de (4.44), (4.45), (4.46), (4.48), satisfait &

1’ hypothése du lemme.[f

LEMME 4.8. Soit ¥ une martingale a valeurs dans un espace de
Hilbert séparable H. §8'il existe p > 0, a > 0, ¢ > 0 tels que M
satisfasse & (4.47) 4(ou naturellement A est remplacée par M),
alors, pour tout € > 0, il existe une foncticn réelle ¢(-) =
= p{e;-) contimue sur {0,T] et telle que (0} = 0 et que

P{{w: v8e[0,T] supf{iM(t) - M(S)HH: O=s=tsT, t-ss8} = ¢{g;8}}) =

2} -€.0

DEMONSTRATION. €’est le lemme 2.2 de [V2], chap.l. Voir donc

[v2] pour la démonstration.f

LEMME 4.9. Supposons que les hypothéses (4.1)-(4.6) sont
vérifides. Alors pour tout £ > 0, il existe une constante c{é)
indépendante‘de m et telle que pour tout m on ait

P{w: v3e[0,T],vreW_ (0), vie[0,T-8],
{4.49}

[ (i t+8) = p"wit){m)] = cle)s™ nvmi ors ) 13}) =

=]l ~-c.0
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DEMONSTRATION. Puisque pm satisfait presque slrement a

M
(2.6}, on a

t+3
(" (1+8) - (O = [ (") |[Tmas  pos.,
L

et donc

t+8
(" (2+8) - p"(2)|m)| = EPCL W ()i adsHRl 6/5 0145 poS.,

ou ¢ est la constante d’immersion de Sobolev de HE(O) dans Lﬁ(O).

Par conséquent, la relation

t+d
172, m
Hu 'l 2

m
J; e {s]ﬁyids = & I (O,T;Vl}

et 1’estimation (4.35%) entrainent que, pour tout & > 0, il existe

une constante cf{e) qui satisfait & (4.49). Le lemme est démontré.ﬁ

3. ~ Espace produit de base.

Comme nous 1 avons dit plus haut, pour la démonstration des
théorémes 4.1, 4.2, il est essentiel de définir un espace produit
Y de sorte qu'on puisse construire une sulte falblement
convergente de mesures de probabilité qui représentent les
solutions approchées {pour les détails de la notlon de convergence
faible de mesures de probabilité, veir [GS]1).

Dans le chapitre 3, nous avons défini 1’ espace

(L°({0,TIx0)faible*)"
{voir (3.320)). Introduisons maintenant les espaces sulvants.

Soit {Vx} une base normalisée de 1'espace de Hilbert

t%(0,T,v"). Désignons par
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(*0, ;v )faible)®
1’ espace composé par les éléments de LR{O,T;Vl) et muni de la
necrme

/2

o
_ 1 2
{4.50) W20 oyt raibie)t = [k§1~;§E<u, V¥>01f] .

ot <-,->~{}1 désigne le prodult scalaire de 1’espace de Hilbert
Lo, T;vh).
Soit {bk} une base normalisée de C{G,T;?ll. Désignons par
(8¥(0,7;V" )faible®)*

1’espace composé par les fonctions &[0, T] — y' a variation

bornée telles que G(0) = 0 et muni de la norme

. =] 1 T
{4.51) ([fed! L] <p (1), dbt)> |,

(BY(0,T; V' }faible®)* ~
k=1 2 o

ol <-,~>1 désigne le produit scalaire de 1'espace de Hilbert vt et

1’intégrale

N4
J;<bk(t), aB(t)>,

est définie comme Intégrale de Stieltjes. La structure de 1’espace
de Hilbert V' est définie par le prodult scalaire

1/2 1,2

(V.W)Vl = <v, w> o= ((-Pra} " “v]{-Pray"wj,

ce gul est légitime car O est borné {voir les prop. 2.2, 2.3).
Pour ces espaces aussl on va démontrer des propriétés
analogues & celles établies dans les lemmes 3.8, 3.9 et en tirer

une censéquence utile,
LEMME 4.10. Soit 0 S ¢ < w. i) Si pour tout ne N on a

nai 2 1, =
Lo, mvh) T ¢
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4

alors u" converge vers u dans (LE(O,T;Vl}faible)# si et seulement
si u" converge vers u faiblement dans LZ(O,T;Vl). }i) 8i pour tout
neMNona
Eun"Lz(O,T;V}) s C
et si {u’} est une suite de Cauchy dans la métrique de
(1%¢0,T;v ) faible)”,

alors il existe la limite u:

u® > u dans (L°(0,7;v')faible)”
et on a

"u"Ll(O,?;Vl) = .

iii}) L’ensemble

¥

{u: "u"LZ(O,T;VI) = ¢

est compact dans (L300, 7;v ifainle)®. Les propriétés i), ii), 1ii)
avec le changement évident’d’espaces sont vérifides méme pour les
espaces (L™(10,T1xO0)faible*)® et (BV(0,T;V')faible*)*. o

Nous précisons que la conditlon pour laguelle un ensemble £

est borné dans BV(O,T;Vi) s'exprime par la relation

Varyl{u;O,T} = ¢ YuefE (¢ < wul)

ﬁEMONSTRATZON. Comme le résultat se démontre pour tous les
espaces de la méme maniére, nous considérons seulement le cas de
1’espace (L2(0,T;V )faible}’.

Les propriétés i), ii} se démontrent d’une maniére analogue
aux lemmes 3.8, 3.9 et les modifications nécessaires pour cela
gont faciles. Il ne nous reste donc gqu'a prouver la propriété

iii). Posons
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= {u: Hu"Lz(O,T;Vl) =< ¢}.

‘La propriété iil) résulte immédiatement du fait que de toute suite

{u"} contenue dans T on peut extralire une sous-suite faiblement

convergente. En effet, grace aux propriétés i), 1i), cette

convergence faible implique la convergence dans

(10, T;v")faible)” et sa limite u vérifie la relation
IEuHL?'(O,?';Vi) = c,

donc u € I', ce qui démontre la propriété iii).Jf

Définissons maintenant les espaces produits Y(“, Y o
{2)

(4.52) ¥ YirPxriey?,

{(4.53) Y(a} YuinOxYCxYGxYHxYQ .

#

munis de la tribu borélienne .‘B(YmJ, ?(Y(z)) respectivement, ol

v = (1710, 137 ) faibie) LR 0, T v,
YP = (L(10,TIx0)faible* ) nc(0,T; (wé/s(o))'},
ve = clo, v ),
{4.54; 4 P o
Y% = ¢to,1;v")InBY (0, T;vHfaible*) ¥,
M = clo,1:v%),
¥? = (Yo, 1,2 00%v%)

{et (w;/s{m)' déslgne_ 1'espace dual de wé/stm }.

Pour 1'espace dual (W;/S(OJ)’ de W;/S(O) et 1’espace dual
v (v1) de v, qui figurent dans la définition de Y° et celile
de Yc, convenons, s’'il est nécessaire, qu'ils soient munis d'une
métrique du type {3.29) etc... défilnie par rapport a une basge

, 1
normalisée de Ws/s(m ou de V'. Méme s'ils sont munig de cette
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structure topologique au lieu de la structure usuelle, toutes les
bonnes propriétés nécessaires pour les raisonnements ultérieurs
seront garantles grace au fait que p{i,x) est uniformément borné,
ce qu'on peut vérifier facilement en rappelant les raisonnements
des lemmes 3.8, 3.9, 4.10.

Pour les espaces produits gqu’'on vient d’introduire, on a le

LEMME 4.311. Soit {F"} une suite de mesures de probabilité
définie sur Y“) (i = 1, 2) qui converge faiblemeni vers une
mesure de probabilité B (c’est-a-dire, une suite telle gue, pour

toute fonction <p:Y{“ —> R continue ef bornée, on ait

I, en#ay) — [, enban ).
(1) (L

Alors il existe un espace de probabilité (,% ,P'} et des

variables aléatoire m, 7. (m = 1, 2, --+) telles que, si on
0n
définit P'" et P’" par la relation

P-T4) = P/ ({0 e :nlw Jed}) VA € B

m
et par la relation analogue pour pr " , on alit

m
ety 'n

(4.55) B=p" §=p en loi sur (Y ., B(Y ),

{1

(4.56) TH{w') — plw’ ) dans Y, pour m — w P‘-p.s..q

}
DEMONSTRATION. Comme on le voit alsément, les espaces Y(”,
Y(a) sont séparables. Par sulte, le lemme résulte immédiatement du
théoréme de Skorokhod {voir par exemple {IW], chap.1, Th.2.7}.
COROLLAIRE. Pour m —» w et pour P’ -presque fout w' € ', on

a, dang le cas ou 1l s'agit de Y(“,
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Punm(w’} — Pan{u’) dans Y",
P a™w) — P nlw') dans Yp,
(4.57) P e .
Pﬁnm(w'} — Pen(o’)  dans v

Panm{w’) iy Pan(w’) dans YQ,

et, dans le cas o il 5 agit de Y(z}, on a, outre {4.57},

Poulw' ) — 2 nlw)
(2.58) { ¢ ¢

w : ‘
Pgn (w'} —» Pan(w }

dans YC,

dans Yﬂ,

ol PU etc... désignent les projections d'un é€lément de Y{“

(i =1, 2) sur'Y" ete...o

DEMONSTRATION. Le corollaire résulte immédiatement du lemme

4.11.§

Le lemme sulvant donne une auire propriété importante de ces

espaces produits.

LEMME 4.12. Soit #{y) une fonction continue définie sur Y(”

(i = 1, 2). §7il existe un nombre p > 1 tel que
(4.59)  suf, Jo(n)|” Bay) < =,

i
alors on a

(4.60) %%EIY“)¢(y}§m(dy) =], ewBuy (i=1, 2.0

(1)

DEMONSTRATION. Voir le lemme 2.7 de [V2], chap.1.§

Pour t € 10,T], définissons

1

flu] ~of<u] 291/2
: §

?

i =
to,tt (LZ(O,t;Vi)faibie}# [kgg fo,t1’ Ve to, ] 0%
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e,

:gfﬂ:;._ 2

[vs)
1
Hpi[o,t]xa"{Lm([O,t}xﬁ}faible*)g - k§1“;§!<pl[o,t1xa’ Oklﬂht}xa>!'

-] 1 t o
= %=1 < (s), dGls)> |,

"Gi[ k=t Z o

o, (v (0, ;¥ ) Faible®)”

ol Ve O bk sont les fonctions des mémes bases utilisées dans
les définitions (4.50), (3.30), {4.51). Bien que

{VkIEO,t]}' {U}E{o,t1xa}’ {bkl[o,t]}

ne soient plus des bases normalisées, 1’ensemble de leurs
combinaisons linéaires est dense dans Lz(O,t;Vi), Li({ﬂ,t}xO},

C{O,t;Vl} respectivement et on a évidemment

b a0, a0 = Mo vty T D
ﬂwk;[GJJxaﬁLl([O,t]xﬁ) * ﬂgk"Ll({O,T}xﬁ) =1
ﬂbx’:o,t]"g(o,t;vl) = “bkﬂC(O,T;Vl) = 1.
Définissons alors
(4.61) Y = Y:fox¥§xY§,
(4.62) Y(z)t = Y:foxYEfofofo,
ou Y: etc.,. sont définis de la méme maniére que dans (4.54) en y

substituant t a T {¢’esi-a-dire,

Y, (1?10, t;v ) faible)*nr?(0, t;v°) etc...).

On voit sans peine que ?t peut étre définie comme la sous-tribu de

¥ = $(Y“}} engendrée par la topologie de Y(nt (i = 1, 2}, ou

encere

(4.63) ¥ = {4F: W eB(Y | )i A= dyeY oyl €4},

3t ta,

ol
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Y’{D,t] = (uilo,tl'pi[G,t}xG’H;[O,t]’Qi[O,tI}
511 s’agit de Y(”, ou bien
y'io,ti = (u{{o,“,p [O.tlxa’ciio,t}’cl[O,t]'Hi[G,t]’Q;IO,t])
s'il s'agit de Y{m.
4., - Démonstration du théoréme 4.1.

Pour démontrer le théoréme 4.1, nous construisons d'abord une
suite convergente de mesures de probabilité définies sur Y(lV
Seit (u",p") la solution approchée, ' le processus

stochastique défini par {(4.22), «H »' un protessus stochastique a

valeurs dans EIVm;Vm) tel que

t
«H»(t) = J «H™'(s)ds (0=t =T) p.s.
4]

{dent 1’existence est garantie par (4.3), (4.22)). Posons
(a.64)  y'(w) = (W (), (@), (@), <H™ (w)).

En vertu du théoréme 2.6, y"(-) est une variable aléatoire dans

=
Y,  WNous définlssons les mesures de probabilité PT}} sur

fYﬂ),S(Y(“}) par la relation
m
(4.65) IPL)(A} = P{{w: y"(w)ed}) V4 e BLY,, ).
On & alors le

LEMME 4.13. Supposons que les hypothéses {4.1}-(4.5) sont

?

m m
vérifides, Alors il existe une sous-suite {Pfli} de {FT}}} qui

converge falblement, c’est-a-dire qu’il existe une mesure de

g2

probabilité 7 définie sur (Y

" (1),3(Y(”)) et telle que, pour

toute fonction ¢:Y{“ — R continue et bornée, on ait

(aes) [, e(p {dy)->fy p(y)P, (dy) pour m' — w.q

) (1}
DEMONSTRATION. D’aprés le critére de Prokhorov {voir par

exemple I[GS] chap.&, 81, Th.1), il existe une telle sous-sulte

m

{Pfl)}, si (et seulement si) pour tout £ > 0 il existe un compact .

K(e) de Y(l) tel que

0
Pfl}(x{e)) z21-¢ VYmel.

On déduit en effet de {4.35)-(4.36) que, pour tout € > O, il
existe une constante ci(e} indépendante de m et telle que, si on
pose

ang - . 2 2
B'(e, (e)) = {u: gup Hultdiijo + hulliz ;- 1,

1-8
. G§32Ta“1’2f0 hu(t+s) - u(2)ilodt = c 3,

on ait
P{o: u"(w) € K'c (eN))) 21 -¢ Vn e N,

ou, par {4.85},
A
P(:){K (01(8}}) z1~-¢g V¥Ymel,

ol

KU(C1(£}} ={y: Pye R“(cl(s})}
(et Pu est comme dans (4.57)). En vertu du lemme 4.10, ﬁn(cl(s))
est relativement compact dans (LE(O,T;Vi)faible)“. En outre, sa

définition nous permet d'en déduire qu’il est relativement compact

méme dans La{O,T;VO). Donc, i1 est relativement compact dans Y.
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D'autre part, d’aprés le théoréme 2.6 et le lemme 4.9, il
existe, pour tout £ > 0, une constante ca{s) indépendante de m et

telle que, si on pose

~p .
K = {p: = plt,x) = dans [0,T1x0,
{cz(s)) {p gp plt,x cp .
1 #*
VneWG/S(O) S{p,m, &} = czfa)ﬂnuwz (0)},
6/5

S"(p,m,8) = sup{8?|(p(t+8) ~ plt)|m)| : O=t=T-§, 0<dsT},

on ait

Pl{w: p iw) e Rp(cz(e))}) >1-¢ VYmedN

et donc
Y
P{U(K (cz(c))) =1-¢g VYmeN
avec
£ = ; b
K (czts]) {y: Ppy g K {cz(a))}.
En vertu du lemme 4,10 et du théoréme d’Ascoli-Arzeld, on voit que
Rp{ca{e)l est relativement compact dans Y.
En ce qul concerne B et «Hm»’, par leur constructien, 1l
existe, pour tout £ > 0, un compact RD(SJ dans Yir? tel que
Pl{o: (Fw), <™ ) e B%e)}) 21 -¢c vmeN,
ou encore
"o
P{U{K (e)) =1 ~-¢ VmedN
avece
Ke) = {y: (Pﬁy,Pay) e Bel}.

11 s’ensuit que, pour tout e > 0, 11 existe un ensemble

relativement compact K(e) dans Y(“:

K(g) = RH{CE{S/SJ}xkp(cz(e/3)]xﬁe{e/3) =
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= K“(cl(e/B}}nKp{cz(e/J))r\K{}(s/B),
qui vérifie la relation
- _
av’{’l)(x(c)) =1-5 Ymel,

ce qui démontre le lemme.f

Nous sommes maintenant en mesure d achever la démonstration

du théoréme 4.1.
DEMONSTRATION DU THEOREME 4.1. Nous posons

(4.67) G=v . ﬁsz(}’mJ, Fnﬁﬁ’”,

oG ?tn ,est la mesure de probabilité limite de la sous-suite
copvergente construlte dans le lemme 4.13. Pour simpiifier la
netation, nous notons encore m {au lieu de m') 1'indice de la

sous-suite convergente. Avec ceite convention, nous posons

i)

m
{4.68) B" = P

('

Comme & est un espace produit, il est clair que la projection
canonique de {1 sur chacun des espaces facteurs ¥Y, YP, Yﬁ, Ya est
une variable aléatoire. BDonc, si1 on pose

3

{4.69) o= Puy, p = Ppy, = Pﬁy, Q= Pay (yveQ=Y

(1
la démonstration du théoréme consistera a monirer dque la base

stochastique (8,%,(8) P) définie par (4.67) et par la

t tefo, v}’

relation (4.63) relative & Y“)et les variables aléatcires u, p,

f, © données dans (4£.69) vérifient les conditions {4.9)-(4.14).
Pour démontrer la premieére relation ie (4.10), con rappelle le

lemme 4.11 et son corollaire, selon lesquels, pour P’-presque tout

w € 0, on a
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Pa"w') — Palw') dans (17(0,T;v")faible)”.
Or, le corollaire du lemme 4.5 implique ¢ue, pour P’ -presque tout
@', 11 existe une constante c(w' ) et une sous-suite {Punm‘(w’)} <
{P;nm(w')} telles que
= cle’} Ym' .

m" .
ﬂPun {w )HLZ(O’T;yi}

Par suite, en appliquant le lemme 4.10 a {P nm,(w’}}, on a
o

HP;n(w’)H < clw' ) < w,

L2, 1;vY)
Donc, par la premiére relation de (4.55), on a

WPy B-p.s..

tPo,Tvty < °
lLa premiére relation de (4.10) est vérifiée.

En c¢e qul concerne p, on a, d’aprés le lemme 2.1,

(4.70) p" & L7(10,TIx0)"  P-p.s.,

ot LP([0,TIx0)" est 1'ensemble défini par {3.32). Donc, d’aprés le

lemme 4.11, on a
Ppum(w') e 1710, T1x0}Y" ¥ -p.s..

Cette relation, Jointe a (4.57) et au lemme 3.9, entraine que
Poate’) € L®(10,T1x0)Y"  P’-p.s.,

ou encore

(4.71) p=Pye L%(lo,TIx0)"  PF-p.s.,

c’est-a-dire que la deuxiéme relation de (4.10) est vérifiée.

Pour démontrer (4.11), on remarque que, si ¢ = ¢{h) est une
fonction réelle définie sur C{O,T;Vo) continue par rapport & h €
C(G,T:Vo) et bornée, alors la fonction composée y b w(Pﬁy) est
continue par rapport &2 v € . Done, on déduit de (4.66) (voir

aussi (4.67), (4.68)) gu’on a
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ng(PEy) = %gﬁEﬁm@{P§Y1~
Mais, si on rappelle la construction de PEy par rapport & B", on a
LupEpme (Pgy) = Ligpp (1) = Epe),
d'oh (4.11).
La relation {4.14} résulte du lemme 4.11 et de son
corollaire. En effet, puisque 7" (w') est P’-presque slrement un

élément de Y(1 q&ﬁ représente une solution approchée, il est

}

clair que, pour P’-presque tout w', on a

T
J‘j P i) 8L, x) + P (0" 8,x) - (e, x) Idxdt =
o u

= - J potx)wto,x)dx,
(]

ol ¥ est comme dans (4.14). Les relations {4.57) et le lemme 3.8
nous permettent de passer' a4 la limite pour m —» o« dans cette
égalité. Mais, si 1'égalité iimite avec Pun(w’), Ppn(w’} est
P’ -presque strement vrale, alors, en vertu de (4.55), 1'égalité
est P-presque strement vraie méme avec u = de, p = Ppy, c’est-a~
dire, {(4.14) est vérifisée.

Pour démontrer (4.12), on rappelle la construction de ?t
{voir (4.61), {4.63)}. Il en résulte immédiatement que H{t) est
mesurable par rapport a ?t. Comme H® est une martingale, si Wp{'}

S

est une fonction bornée et continue par rapport a yilOr] € Y(“
¥ r

on a
(a.72) [ By (il o) - it jel = o
& o

pour tout ¢ € Wetosr=tsT (pour les notations #(-), #,
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voir {4.65), (4.68), (4.69)). D'autre part, on a pour tout m

am ServnPa = 2 -
I P {dy)ﬂH(t,HVa B {tlnyo = EPTr«H»(I} =
V)

2
= {E?“QHLE{O,T;EI(VD;VD}}J < w
{voir (4.2}). Comme wr est bornée, =n vertu du lemme 4,12, on peut
passer a4 la limite dans la relation {4.72}, de sorte gu'en a
[ Blayy (1) e) - Hr) o) =0,
{
d’ou la condition (4.12).
11 ne reste donc qu'a vérifier la condition (4.13}. Dn
frad
commence par considérer le cas ol ¢ appartlent 2 Uv . ¢

m=1 m

appartient alors & ¥ avec un certain mo, et donc, comme dans
m
I

(4.37), la solution approchée (um,pm) aver m = m satisfait &

i’égaliteé
P (t)]e) =

t t
= (pul]9) + f () (W(s) VI |u(s) )ds ~ j (Tu"(5)|ve)ds
0 o}

t t t
5 J (" (s)"(5) [#)ds + f "(s)s, dds)> + f <o"(ste, dE”(s)>
o o 0
P-p.s.
avec G = O. Bien que 1'intégrale relative & ad"  scit
identiguement nulle, nous la laissons figurer dans cette égalité,
car on se servira de 1'égalité avec 1’ intégrale relative & daa"

pour la démonstration du théoréme 4.2.

Comme

t

I <p (58, di(s)>
0

est une intégrale stochastique par rapport A une martingale, en
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appliquant la formule d’Ito a ((p"(£Ju"(t)|8)) avec ¢ & D(R;R),

on a
w m . m i
el{p (Du (£)]8)) k\?g(pouﬂlﬁ)) =
14
= { o (P (s (s} o) [ (P (s) W™ (s) - Weju™(s))
)

~ (W(s)[V8)) + (p"(s)f (s)]|®))1ds

&

+ j <¢’{(pm(s)um(sJ[ﬁ}}pm(s}ﬁ, ac”(s)>
0
t

+ [ @ (PR [0)6" (00, at™(5)>
Q

£
+ m%wj <" ({p (s {s)[8)) (Prp" (s)9ePre” (5)8), deH »(s)>
o
P-p.s..

Or, comme

t

J

<! (" (shu"(5)}0) 10" (s)e, aH {s)>
o .

est une intégrale stochastique par rapport 2 une martingale, elle

est elle aussi une martingale. Donc, pour 0 = r st =7, on a

Eplo((o"(1)u"(£}]8)) - @l (" (r)u(r)]o))
(4.73) o 8
, I ,
- Nw (t) + N¢ (r) - @m(r,t)E?r] = 0,

&, m
W =
o (t)

t
= [0 (GO DGR () WP (s Do)
a
- (W (s)|V8) + (p (s)f(s)|®)]ds

t
+ J <’ (" (5)™(s) 91167 (s)e, dd™(s)>
¢}

£
* —%5[ <p* ({p"(s)u"(5)]|8)) (Pro" (s)oePrp  (s)9), deH»(s)>,
8]
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t
"(r,t) = f o’ ((p™(s)u"(s)|8)) (" (5) (£"(s) - £(s)]o)ds.

T
Considérons maintenant une fonction wr:ﬁ =Y., - cHo,T;R)
bornée, mesurable par rapport a @r et telle que wr(y;t) = 0 ¥t
e 10,rluif} ¥y & § comme dans (4.13). On veit aisément que la

fonction composée wrcym (o y" est définie par (4.64)) est

mesurable par rapport a ?r. Par suite, on déduit de (4.73) que

ﬂ,m[

T
P m F,m, .
Ep Irwr(t)I¢((p (£1u"(2)[0)) - O"P(e) - WD)

- ¢"(r, t)]dt] =
(4.74)

T
- = o r
= Epp((p"(r)u {r)[ﬁ))j;wr(t)dt.

- Mais, si on rappelle les expressions originelles de Ng’m(t) et de
g"(r,t) et le fait que wr(T} = 0, on voit que

T
9, m F,m
‘ i) - N (r)at =
err(t)(Nw () - Np®r))

T
= - I wr(t)@'((pm(t)um{t)[6)}[{pm[t)(um(t)’V)ﬁfum(t)}
r
- (" (£)]|Ve) + (p"(t)F(E)][v)]dt
T

- j < (g’ ((p™(£)u"(£)[9))p"(t)0, ad™(£)>

r

‘ T
- _é_f <y _(£)p" (A" ()" (2)|9)) (Pre™(¢)sePre”(1)8), del™(1)>,
. |

T
J W ()8 (r, )at =
r

T
= - I W (2D’ (AN [0)) (M) (£2(2) - £(t))[o)dt.

On remarque gqu' on a en outre
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N

T
w((pm(r)um(r)le))J pl(t)dt = - (P (X" (r} ey (r) =

|

Comme, dans le cas présent, 1'intégrale relative a dgq"

#

- ¢llpubloNy (0) st r =0,

O = - w((pguglﬁler(O) ai r # 0.

s'annule identiquement, nous pouvons, en veriu des définitions
{4.65), (4.68), (4.69), transformer 1’égalité (4.74) en une

égalité d’espérances mathématiques par rapport & 1l'espace de
probabilité (§3,%,F). Donc, compte tenu encore des égalités que

nous venons d’établir, on obtient

T
£§m[fow;(t)p((p{t)u(t}!6})dt

) |
+ Lo, (00 (o) |91 L) (a(e)-Drofuct)
3]

- (wal{t)|ve) + (plt)f(t)]e)ldt

(4.75) 7 ¢T
v 3w, (e oue) |90 (Prp(tIsePra(te), ott)>at
o

T
¢ [ v e Wpteru) o () (1) - £t |9at] =
]

- - m m
= - Egutt (D)ollpu |9)),
ol on a utilisé la condition

prit) =y (t) =0 vt elorl

pour prolonger 1’intégrale JE-dt a 1’intégrale j:-dt.
Or, grace a (4.70), 1'égalité (4.75) reste vrale méme sl

Eg‘i“’ = f 'H’Sm(dy)
i

est remplacé par

fﬁp-ﬁm{dy),
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_ B ; o "
& = Y = Wy ele=Y o Py el {0,TIx0)}

{pour la définition de L0, T1x0)" voir (3.32)), o’ est-a-dire
® w=m - . m m
{4.75)bis IgpP (dy} [comme dans (4.75)]} = mer(O)w{(pOuglﬂ)}.

Donc, si on rappelle la relation (4.71), le passage a la limite
dans (4.75)}bis constituera la preuve de (4.13). Mais les relations
(4.52), (4.63), (4.67), qui définissent 8 et ?t, entrainent que
pour démontrer (4.13), il suffit de prouver l'égalité entre les
deux espérances mathématiques de (4.13) pour toute fonction wr
continue par rapport & y € Y(l) = §} et jouissant de la propriété
indiquée ci-dessus (dans 1’explication de (4.74)}. Nous. allons
donc démonirer dans la sulte le passage & la limite pour m — e
dans (4.75}bis en supposant que wr(~} = wr{y;-} est continue par
rapport a y € Y = 8.
On remarque d’abord que
T
1 _E @[ v e (et fen (i (") - st ot =
0

{4.76)

éNﬁHVodt S,

[ #@n[e
= ¢ ﬁPP (dy)focpufm(t) = £ 2000,

pour m — w,

c = (gue!wr(y;t){)(sgp]w’(s)[} {sup[wrf)(supjw’[}.

Or, le lemme 4.10 impligue que les fonctions

T

3 (y) = f W (el (p(tult)|o))at,
0
T

QZ{Y) = I <wr(t}@”({p{t]u(t)[6))(Prp(t)ﬂ®Prp(t}ﬁ), dre)>ae
0

gz

.

sont continues par rapport a y € qup’ En outre, grice au lemme

4.5 et au fait que ¥ , ¢, ¢, ¢” sont uniformément bornées, les
T v

fonctions él(y), @P(y) gu'on vient de définir vérifient la

condition {4.59}. Il s'ensuit, d’aprés le lemme 4.12, que

T
[ Fran| e wetemum]ona -
(4.77) °
— | _Fap[ v etetiunjona:  pour m — =,
o o ©

T
fﬁp?m(dylj W ()¢” ((p(HIult)|9)) (Prp(t)osPrp(t)9), B(1)>dt —
4]

(4.78)
T
— Iﬁp@{dy}f <¢r(t}@”[(p(t]u(t)|ﬂ)](Prp(t)ﬁ@Prp(t]ﬁ), G{t)>dt
0

pour m — a,

De maniére analogue la fonction
T
o (y) = J ¥ (B¢ ((ple)ult)[8)) (p(eIr (1) [9)at
Q

est continue par rapport a y € Y(11p et vérifie la condition

(4.59). On considére en outre la fonction
T
5 (y) = j b (E9" (pl8)ult)[#)) (p(t) ult) - DIofult))dt.
Q

$i on décompose la différence ¢4{y] - @4[}) en gquatre intégrales
I, r., I, I&, comme on 1'a fait dans le raisonnement qui suit
immédiatement (3.28), et si on les calcule de la méme maniére pour
¥y — y en tenant compte du lemme 4.10 et du fait que Pby 1=

e LP([0, TIx) vy e Yu , alors on constate gque @4{y) est

'p

continue par rapport a y € qup' En outre, en vertu du lemme
4.5, @4(y} vérifie la condition (4.59). Il s'ensuit, encore

d’aprés le lemme 4.12, que
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fﬁp(és(y} + @4{y))?m{dy) —3 fﬁp(¢3(y) + @4(y)}P£dy) pour m — .

Cn considére maintenant 1'ensemble

F*=iyey =i Py = k).

wp L2o, ;v
Comme on le vérifie facilement en vertu du lemme 4.10, ﬁpk est

fermé dans § = Y(” et la fonction

¥y
3, = [ 4 ()¢ ((p(Iu(e) |9)) (Wu(t) [vo)at
&

est continue et bornée sur 8. on a en particulier
|¢S(y)} < ck Vvyef"

avec ¢ = {supfwr[)(supiw‘l)uﬁnyi. Nous pouvons done construire une

fonction éz(y) définie sur & = Y , continue par rapport & y €

1p

& et bornée de sorte que
i@s(y)l s ck Vy e,

et donc, en vertu de la convergence faible de F® vers B (voir

{4.663, (4.68}}, on obtient
k Em k ~
Iﬁp@s[y)ﬁb (dy) — Iﬁp@S(y}P(dy} pour m — .
D autre part, le lemme 4.5 implique que

k m aem
ffﬁp(és(y) - Qs(y))? {dy}| = Iﬁp\ﬁkaCHEQy“Lz(U,T;Vl}F (dy) =

o, comme on voit alsément, la constante ¢’ ne dépend pas de m.

Comme le lemme 4.5 et le lemme 4.10 impliquent en oulre

1'estimation
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~ < -~
P{{y: “Puy"La(O,T;Vi) > k}) = Ck

avec la méme constante € du lemme 4.5, on a

% B an] o nsp=3
1 @) - e (ynBayy| = i,

&P

I1 en résulte que
fﬁp@s(y)[ﬁm(dy) - fﬁp@sny)ﬁtdy} pour m — .

Donc, compte tenu de la convergence pour ¢3 + @4 démontrée
ci~dessus, on a
N T
I !Pm(dy}J b_(H)p’ ((p()ult) [8))Aly; tidt —
0

(4.79)
T
— fﬂ ﬁ{dy]f ¢ {t)w'((p(t}u(t}jﬁ))A(y;t)dt pour m > m,
v o "

Aly; t) = (p(t) (u(t)-Miejult)) - (Vult)]|ve) + {p(L)f(t)]o).
Nous avens déja démontré que (4.12) est vérifiée, c’est-a-
dire que H est une martingale par rapport a . Donc il existe le

processus crolssant «fi» associé a H. Nous allons prouver que

t
(2.80)  «f»{t) = J@(s)ds B-p.s. .
0

Pour cela, on considere 1'égalité
ﬁpﬁr{ym{w))[i((ﬂm(t}|€}} - @ (r) | €N
1 t
- "’“2“J‘ <p”((H"(s)]§))EeE, «H"»' (s)>ds] = 0
.
VE & VO,
qui, grace a la formule d’Ito appliquée & ((H"(t)]€)) et a la

propriété de martingale du processus B, est vérifiée pour toute

fonction bornée ¢ de classe C° et pour toute fonction {Brcym

105



mesurable par rapport &4 F . En transformant cette #galité en une
r

m .
égnlité entre deux intégrales relatives a qu(dy) = F{dy) {voir

{4.65})) et en tenant compte de (4.70), on a

[ #"anb niecinie) - sdm|en) =
{4.81} N
= L] #ani (y)_{ <" ((H(s)]€))8e8, Bls)>ds V€ e V°
2 ﬁp T r ’
pour toute fonction ﬁr bornée et continue par rapport a yl[at}

Y(”L et pour tcute fonction ¢ € CB(R;R)nWi{R;R)¢ I1 est clair que

1’ expression

@r(y)Iﬁ{(ﬁ(t}ji)] - eH(r)]£))]

est bornée et continue par rapport a y e Yu) et gue l’expression

L
B[ G |e)ges, Blarvas

est continue par rapport a y € Y(“. En outre, grace & la

condition (4.2), on a

t
fﬁp@m(dyl[@r{y)jr<w”((§(s)|€))E®£, Gis)sds|? =

2
- - ’
) ﬁPHQKLi ¢’ < o,

CRITACUATAY

Par conséquent, en vertu du lemme 4.12, on peut passer & la limite

pour m —» o dans {(4.81), c’est-2-dire que 1'égalité (4.81) reste
vrale méme si F"(dy) est remplacé par P(dy), ce qui, compte tenu

de (4.71), signifie que le processus
¢
j Q{s}ds,
0

considéré par rapport a P, est le processus creissant associé a la

martingale H(t). (4.80) est donc vérifiée.

i06

i
La’ relation (4.80) étant vérifiée, on peul exprimer {4.78)

sous la forme sulvante

T ¢ -
fépﬁm(dy)j <wr(t]¢”((p(t)u(t)!ﬁ))(?rp(t)ﬁ@Prp(t)ﬂ), QUt)rdt —»
o

(4.82)
T
s fﬁpﬁ(dy}I <p_(£)p" ((p(H)ult) |9)) (Pro(t)ePrp(t)s), daiix(t)>
8}

pour m - o,
On déduit de (4.20), (4.23) =t de la continuité de ¢ que -
m m
w{(pouoie)) ey w((pouoiﬁ]).
Donc les relations (4.76), (4.77), (4.7%9), (4.82), démontrées

ci-dessus, nous permettent de passer & la limite dans (4.75)bis,

o0

ce qui prouve 1’égalité de {(4.13) pour tout 4 e myiVm.

Pour démontrer 1 égalité de (4.13) non seulement pour & €

o o0
e UV, mais pour tout ¢ e V', on rappelle d’abord que mgivm est

m=1 m
dense dans Vl. En particulier, si ¢ € Vl, alors
@k = Prkﬁ — 9 dans V' pour K - w

et

= ol

Hﬁkﬁvi =

vt
Nous désignons par N’(G,ﬁ) = Nt(ﬁ,y} 1'expression gqui se trouve
sous 1’ espérance mathématique E@ du premier membre de 1’égalité de

{4.13). Alcers on voit facilement gue

(4.83} N‘{ék,y) —3 N‘(ﬁ,y} pour k — w Vy € Y‘i}p = &F.

On pose encore

- 2
#ly) = c{wr,¢)[r + "G"Vx{cpHUﬁLa{O,T;Vi} + “u"tho,T;Vil
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+ S 00 2000

—_ 2 oo
+ (6,0 Uiy 13 0,1 2% v0)) e ]

cly_,9) = (sup|y | + sup|y’ [)(suply| + suple’| + supfe”]).

L’'expression

H«H» "Lito,r;ztvo;v°))

est blen définie gréce a (4.80). De {(4.80) on déduit également

1'estimation
Exltaciin” 121 6 0., = ELH0H? =
2 Lo, 1w 0y T B o e vy B

1A

2
ﬁPHQELi(O,T;El(VO;VO))
(voir aussi (4.2)). Alors, on veoit aisément que la fonction ¢{y)
vérifie

o+
(4.84) |¥(o,,¥}] = ely) vkeN

pour B-presque tout y e Yo, = .

On considére en outre la fonctien ¢i{y) définie par

= - 2
Ql(y) = c(wr,w)aﬂﬂvl{cpuun F] + Huil, 2 }.

2o, 1;vh) L%, 1;vh)
On remargue que, en vertu du lemme 4.10, Ia fonction éi(y} ast

semi-continue inférieurement (et donc mesurable} par rapport &

y & ﬁp. En outre, le lemme 4.5 et la définition de B entrainent

que
supf ¢ (y}ﬁm{dy) < .
m ﬁ i

Donec, pour tout n, on a
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[ (a0 (3))1B(dy) = 1in inf] (e (y))E"(@y) s supf & (IF°(y) < o,
é 1 mma-mﬁ 1 mﬁi

d’ ol

[ e (nBay) < =
Q

D’ autre part, 11 est clair qu'on a

o= (aly) - & Py < .
L

Par conséqguent, on a
(a.85) J e(y)Blay) < o.
Q
A l'aide du théoréme de la convergence dominée de Lebesgue,
on déduit de (4.83)-{4.85]) que

o - * ~
ﬁg;,N {(#,0) = %éﬁ,“ﬁﬁ” (ﬁk,w).

D’ autre part, il est évident que

£§¢r(0)¢{{peaoi§)) = %ggEﬁwr(O)w{(pouﬁlﬁk)).
Comme 1’égalité de (4.13) est déid démontrée pour tous les 8. ces
derniéres relations pour la limite pour k ~—» « impliquent que
1’égalité de {4.13) est vraie pour tout % € VE, ce gqui achéve la

démonstration du théoréme 4.1.F

5. - Démonstration du théoréme 4.2.

La démonstration du théoréme 4.2 suit, dans ses grandes
lignes, celle du théoréme 4.1. On soulignera donc dans la suite
des modifications et de nouvelles considérations en relation avec

la démonstration du théoréme 4.1,
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Scient um, pm les solutions approchées, Gm, B les processus
stochastiques définis par (4.21), (4.22), <«¥™’ un processus

stochastique & valeurs dans V el tel que
m m

t
H™»(t) = j- «H"»" {5)ds.
0

On pose
(4.86) ¥y {w) = (um(w},pm(w},Prmpm{w}um(w},GF(w),Hm(w),«Hm»’(w))

m
et on définit la mesure de probabilité Ffz) sur (Y _ . B(Y ) par

{
la relation

fad

¥ _ "
(4.87) F(Z)(A} = P{{w: y (b} € A}Y) V4 = Q(Yka})

On a alors le

LEMME 4.14. Supposons que 125 hypothéses (4.11-{4.8) sonf

m m
vérifides. Alors il existe une sous-suitfe {Pfa)} de {Pfa)} qied
converge faiblement, c¢’est-d-dire gu’il existe une mesure de
probabilité ?12} définie sur(Y(z),ﬁ(Ykz))J et telle que, pour

toute fonction w:Y{z)-+ R continue et bornde, on ait

m'
(4.88) f e(yIPY (dy) - f ¢(¥IPY_(dy} pour m' - w.a
Y(a) (2} Y(E) {2)

DEMONSTRATION. Comme dans la démonstration du lemme 4.13, il
suffit de démontrer que, pour tout e > 0, il existe un compact

Kle) de Y{a tel gque

}

m
¥ > —
EnZJ{K(SJ} E € VYme N,

Dans la démonstration du lemme 4.13, nous avons déja vu qu‘ii

existe un ensemble compact Ru{cl(e/QJJpr(cz(e/4)) de Y'YP tel
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gue

P{w: (u™(w),p™ () & R“{cits/4))xﬁptc2{a/41)}) =1 - wgm.

D'autre part, par la définition de G, 5, <™, 11 est

clalr qu’ il existe un compact Blesa) de Yixyxy? tel que

Pl{w: (G (w), F™w), ™ () e B'{e/d)}) = 1 - mgh.

En outre, il résulte du lemme 4.7 et du théoréme d Ascoli-

Arzela qu’' il existe un compact §<(€/4] de YC tel que

£

Pl{w: Prg™wiu™o) e Botert)ty = 1 - 5o

11 s’ensuit gue 1’ ensemble

Kle) = R“{cl(exq))x%p£c2(8/4)Jxﬁcfexqaxkﬂte/4)

est relativement compact dans Y(m et on a

I -
Pia}iK(S)) =Pl{e: v iw) e Kle)}) =1 -¢ V¥meH,
ce qu’ il fallait démontrer.§

Nous sommes maintenant en mesure d’achever la démonstration

dy théoréme 4.2.

DEMONSTRATION DU THEOREME 4.2. Comme dans la démonstration
du théoréme 4.1, pour simplifier la notation, nous notons encore o

{au lieu de m' ) 1’indice de }a sous~sulte convergente obltenue dans

le lemme 4.14. On pose alors

~"“’ NW N:"- y
(4.89) Q = Y(z)’ # B(Y(z)), 3 Fczf

m

S
F(z)’

m

{4.90) #



»
0
oy
=
il
|
=

R
o
L
v
]
et
H
]

Les éléments u, p, , a, ﬁ, 3§ ainsi définis sont évidemment des
variables aléatoires. lLa démonsiration du théoréme 4.2 consistera

4 montrer que la base stochastique (§8,%,(¥%) .B) definie par

t te{0,T]
(4.89) et par la relation (4.63) relative a Y}ZI et les variables
aléatoires u, p, ¢, 6, H, O données dans (4.91) vérifient les
relations {4.10), (4.11)bis, {4.12)}, (4.14), (4.15), (4.16},
(4.17).

La démonstration des conditions (4.10), (4.12), (4.14) faite
dans la preuve du théoréme 4.1 reste, comme on voii immédiatement,
valable méme pour le théoréme 4.2 sans autre modification que
celles purement formellies dues & la substitution de 1'espace
produit Y(a) & Y{“.

On prouve la condition (4.11)bis sous les hypothéses du
théoréme 4.2 d'une maniére tout & fait analogue a la preuve de la
condition {(4.11} dans la démonsiration du théoréme 4.1. Il suffit
en effet d’'y considérer la fonction w(PEy + Pﬁy} au lieu
de @(Pﬁy}.

D’autre part, une idée analogue & 1’ idée gui nous a conduits

a vérifier la premiére relation de (4.10) nous permet de prouver

la condition (4.15)., En effet, pour P’ -presque tout w’, on a
Panm(w’} — Pan(w‘} dans (BV(0,T;V )faibie®)®

{voir (4.58}) et il existe, comme on le vérifie facilement par la

constructlon de G°, une constante c(w’) telle qu’on alit
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Varvx{PEnm’(w’);O,T} = c{w)
pour une sous-suite {Panm’(w’)}, Grace au lemme 4.10, on en déduit

{4.15).

Quant A la premiére relation de (4.17), il nous convient de

la démontrer dans la forme

t
(4,17}1bis J {plriufr) - g(r}iﬁ}dr =0 Vs, #1c[0,T] Vo ¢ y?
=

P-p.s..

En effet, pour P’ -presque tout &’ el pour tout m, on a
t
I (Ppnm{w’;r}P e r) - Pcnm(w';r)iﬁ}dr = 0,
u
. s
Si on considére 1’ intégrale

t T .
J' vdr = j Ay, (P,
& 0

dans laquelle x {-) désigne la fonction caractéristique de

{s,t]

1’intervalle [s,f}, les convergences mnontrées dans (4.571*(4.58)
et le lemme 3.8 nous permettent de passer 4 la limite, de sorte
que, encore & 1’alde de (4.533), on obtlent (4.1?)1bis.

La deuxiéme relation de {4.17) résulte du falt que, pour

P’ -presque tout ©’, on a

(Pqnm(w’;O)lﬁ} = (pul®),

et des convergences
Pcnm{w';-) -3 Pgn(w’;-} dans C(0,T;V7),
-1
pzuz — ~3 pu  dans (L¥%(0))° et donc dans v

{volr (4.58), (4.20), (4.23)), La condition (4.17) est donc

vérifiée.
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Il ne reste donc qu'a démontrer la relation {4.16)}, que,
grace a la remarque 4.3, nous allons démontrer sous la forme de

{4.183~(4.19). Comme dans la démonstiration de (4.13) illustrée

]
R 8

dans le paragraphe précédent, on commence par le cas ol # & T

On peut donc supposer que ¢ € ¥ . On suppose en oubtre que m 2 m.
m
o

Nous rappelons d'abord que, pour dédulre 1’égalité (4.73},
nous.n’avons pas utilisé la condition & = 0, et que donc elle est
valable méme pour le cas présent, ol G ne s’annule en général
pas. Scit maintenant wr:ﬁ = Y —3 R une fonction bornée et

(2)

continue par rapport a y] Puisque 1a  fonction

o,r1 © Yfmr'
composée wroym de wr avec la fonction ym définie dans (4.86) est

mesurable par rapport a ?P, on déduit de (4.73) que

Egp (¥ () loC(p" (13" (13 ]9)) - o((p"(r)u"(r}|o))

W)+ NPT - e 1)1 = 0.

® ¢
En rappelant que {p&(t]um{t)[ﬂJ = (Prmpm(t)um(t)lﬁ), on transforme
cette égalité en une expression relative 3 1’espace de prebabilité

(€,%,F") défini dans (4.89)-(4.91). On remarque en outre gque,

gréace & (4.70}, on peut remplacer
E@m = f ésm(d}’)
9)

par

fﬁpﬁm(dy),

= B O = . @ +
W=y =y e =Y 0 Pye L(10,TIx0)}
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{voir aussi (3.32)). On a donc

] Fane el ] - el@o)]e) - iy t)) =
(4.92) . -
= # TUZsH M pls) UM () - F(s))]e)ds,
fﬁp? (dy)wr(yljrw ((2(3]9)) (ps) (F(s $))|e)ds

ol

o
¥ {y,r,t) =
M

t
= j o' ((Z(s) [8)) [ (p(s) (uls) - V)s|uls)) — (Vuls)|Ve)

r

+ (plsif(s)]2))ds

t
+ [ <o () |optere, adis)>

r

t
+ —é—] <p” ((&{t) }8)} (Prp(s)oePrp(s)e), J(s)>ds.
r
Nous remarquons d’abord que, en vertu de la continuité de la

fonction wr(y)@((P (2)

cy(t)lﬁ)]:ﬁ = Y -3 R pour tout t e [0,T]

fixé, on a

[ pPaniy_ i tetato o)) - o2 [9))) —
(4.93}
- fép?(dy)wr{y)[w((C(t}jﬁ}} - plzir} e,

Pour étudier la convergence de
i
Iﬁp@m(dy)wr{y)J <@ {(L(s)]|9))pls)e, dG(s)>,
r

nous définissons
a{mw' ;s) = wr(nm[w‘})w’((Pcnm(w’;S)lﬁ))Pan(w’;S)

- wr(n{w’)Jw’((P n(w’;SJiﬁ})Ppn(w’;S).

g

bi(m,w’} =
t
(4.90) { = f b, (100 )e’ (P15 [9)P w90, dPan” (w3515,

o
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b0} =
t
= f:“’r“’(“’")“" (P (v’ ;5)|8))P nla’;5)0, dPzmlu’:s)>

avec les variables aléatoires n, 7 définies dans {4.56)-(4.57)
{bc(w’) est bien défini, car nous avons deéja démontré (4.15)).

En vertu des hypothéses imposées sur ¢ et wr, on a

fo’ ({(P.0" (0 ;5)|8)) - ¢ ((Pnlw ;s)]8))] =

Cn
= sup[@”{]{Pcnm{w';s} - P

g
cn(w';s)iﬁ)l_ P'-p.s.,
et donc, grace a {4.583},

wr{nm{w’)}w’((P nm(w’;-)[ﬁ}) — &P(n(w’))¢’{(Pcn(w’;~)[6)}

4
dans C(O0,T;R) pour m — w P'-p.s..
Puisque, en  outre, Ppnm{w’) converge a Ppn{w'} dans

C[O.T:(hi/s{ﬂ}}’} P’ -presque sQrement (voir {4.57}}), on a
almuw ;) — 0 dans C(G,T;{WE/S{O)J’} P -p.5.;
mails, vu que, pour tout £ € Vi, on a

HV(ﬁ-E)HLafs = Cﬁﬁﬁvlﬂsﬁvi,

(™
il vient

almw';-)9 — 0 dans C(0,T:vV 1) P'-p.s..

D’autre part, il est évident que

Jup falm v ;s)0l -1 = 2[supflf;r§}(sup[fp'I)Epl!ﬁll 0= 2,

|4

P'-p.s. Ym e N
Donc, d’apres le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue,
on a

r F L - 2
P’ {dw }(rgggtﬁa(m,w ;8300,,~1)" - O pour m ~3 o,

Qf v

Nous remardquons en outre que
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t
&jg,P’{dw’)f <a{m,w' ;s)9, dPEnm(w’;s)>| =
r

' y ’ ., 2 1/2
= (I P {dw }rgggtua{m,w ,S)ﬁﬁy—l) X

xJ P (d War 1 (Pen” (07 350,175
et gue

o P (dw’ War i (Pen™ (W’ 1;0,1)% 5 Eg¥ar,1(6;0,1)%,
Donc, en vertu de la condition (4.8), on a

t
{4.95) | Q,P’(dw’){ <alm,w’ ;s}®, dPanm(w’;s)>i — 0 pour m — .
r
Pour démontrer la convergence de
j-n,{bi{m,w') - %0’ ) )P (dw' ),
on définit, pour k > 0, 1’ ensemble
K = G =
I'"™ = {Ge¥Y: Varyi(G;U,T) = k}
et les variables aléatoires
~0 i3 ’ ]
nk(w )= 0 WY e @,
ﬁ:(w’) = 5 {w') sl Pgnm(w‘} e ¥,
ﬁ:(w’) = ﬁi—ilw') autrement {m =z 1).

D’aprés le lemme 4.10, la convergence de la suite {Penm{w’)} dans

(BV(0,T;¥ )faible*}® implique <celle de la suite modifiée

- x* I
{Pant{w‘}} de scrte qu'il existe G (0) € ¥~ tel que

T

J

| ] .
<clt), dP AT t)> — j <e(t), df ('5t)> pour m —> w
[s] 0

vel-) & clo, ;v 1),

Comme pour P’-presque tout w’ on a
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b (0 e’ (P ) [81)P n(w'; )0 & GO, T3V ™),
i1 vient

b (m, 0’ ) — bb(w’} P -p.s

L N P-5.,
ol bi{m,w’) est défini par la méme expression de bi(m,w'} de
{4.94), expression dans laquelle on remplace toutefois dPEnm(w’;s)
par dPgﬁ:(w’;s), tandis que bz(w‘) est défini par la substitution

LB
de de(w’;S) a dPEﬁ(w’;s) dans la définition de b°(w’) de {4.94).

D’ autre part, on a

er{n{w’}}@’((P n(w’;s)]@))Ppn(w’;s)ﬂnvml =

g

s (Suplwri){sup[@’i)zpﬂﬂﬁ o = c o0 P'-p.s.,

g
et donc

1
{b (m 0" }] = ke lioil,0 P -p.s..

Par conséquent, d’'aprés le théoréme de la convergence dominde de

Lebesgue, on a
1
I ,bk(m,w'}P’(dw’) -y Q,bz{w’JP'(dw’} pour m - m.

D'autre part, en vertu de la condition (4.8}, il n'est pas

difficile d’obtenir 1’estimation
ff , (bl m,07) - b;(m,w’)][}” (dw’ )} = zco—%—mwarvuc;o,r))z.

En outre, si on rappelle le raisonnement de la démonstration de
{4.15), 11 n'est pas difficile de déduire du lemme 4.10 que la
fonction ﬁ:(u’) est telle que la convergence

bz(m’) — b () pour k — @ P’'-p.s,

soit vérifiée. 5i on pose
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- m
r = 13 ™ ¥ . O T
3k(w ) zémalgf Varvi{PGnk(w );0,T),
alors §k(w’) est croissant par rapport au paraméire k pour
P! -~presque &’ & R’ et satisfait & la relation
- F r ] H m Yy, s
fﬂ,yk(w’}P {dw'} = lim inf Q,(Varyi(PEnk(w 1:0,73 P {dw'}

= {KF{Varvi{G;O,T))z)lfz-

e
D’ autre part, sl on rappelle la définition de Gkiw’), on a
g —
3. - ’ P
Varvi(Gk(w 1:0,T) = ykiw } Pep.s..
Par conséquent, la condition (4.8) implique gue la fonction
~F
7 — P Y.
Mw ) = SUp Varvlin{w 1;0,T)
est intégrable, ¢’ est-d-dire que l'on a
fg,f{w’)?’(dw’) < o,
Et donc, on peut appligquer le théoréme de la convergence dominée
N o ; ;
de Lebesgue & ibk{w’)i = cgﬁﬁﬂvof(w }, de sorte gu'on a
n,bg[m’}ﬁ‘{dw’) - Q,ba(w’)P‘(dw’) pour k — .
I1 s’ensuit gqu'on a
°

= 1 r 4 I - 4 o i r ’ - ks ) I
lim Q,b (m,w P {dw'} = %ég Q,bk{w P! {dw' ] Q,b w WP {dw' ),

ou encore
{4.96) fn,(bl(m,w’) - 2% )P (dw'} — O pour m — ®,

11 résulte de (4.94)~{4.96) (voir aussi {4.55])) qu'on a

t
I #wapw | <o (@is))ptsie, dBis)>
o

-
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(4.97) .
- fﬁp@{dy)wr(y}J <p” ((Z(s) |8))pls)e, dBls)> — O
ol

pour m -3 o,
Nous allons naintenant voir que les convergences {(4.76},
{4.79), (4.82) démontrées dans le paragraphe précédent restent
vraies méme dans le cas présent. FEn effet, 1’absence de la dérivée
w;(y;s) sous 1’ intégrale J:~dt {ou !§<-, defi»(t)>) dans les
relations (4.76), {4.79}, {4.82) nous permet d’en déduire qu'elles
restent vraies méme si on y remplace wr(y;s} par une fonction de

la forme wr(y)x {5}, ol wrﬁy) est une fonction réelle définie

fr,t}

sur 1 = Y .,, et mesurable par rapport a ?r et z[mt}(s) est la
fonction caractéristique de 1’intervalle [r,t]. En outre, la
condition (4.17), que nous avons déja déﬁontrée, nous permet de
substituer ¢’ ((L(s)|9)) et ¢”(((s)]|8)) a ¢’ ({p(sluls)|e}) et 2a
@”({p(s]u(s)}@)) respectivement dans {4.76)}, (4.79), (4.82). Donc,
les convergences {4.76), (4.76), {4.82) restent vraies méme si on

y substitue ¢r{Y)xEr (s), ¢ ({L(s}|®)), ¢“((L(s}{®)) & ¢r(Y;S}.

il
o' (plsiuls)|o)), o"(plsluls)]e)).

Ces convergences et les relations (4.93), (4.97} nous

permetient de passer & la limite dans (4.92), de sorte gu’on a,

=4
pour tout s ¢ UV,
m=1l m

i
S

(4.98) Iﬁpﬁ(dy}¢r(y}z¢(<c{t}ie>) - P (r)[o)) - ﬁz(y;r,t)i

i
I
it

En vertu de (4.71), on peut remplacer Igpﬁ(dy) par f Fldy)
&

dans (4.98).

Pour démontrer que 1'égalité (4,98) est vraié pour tout
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3 € Vl, on raisonne d'une maniére analogue au passage de (4.13)
5 1
pour @ & U1V 4 (4.13) pour tout ¥ € ¥ . Pour cela, on pose
m= m
» = Pr o,
K ¥

c{wr,w] = (supjwrl)(sup|¢} + suple’| + suple”|),

et on considére les fonctions

8 (y) = cly.e){2 + Ih‘}llvi{Epﬂuliizw'T;V:J ol 2 oo

+ e M Lo 1 120007

+ EpEl«fb)’§1L1[0’T;21{Vo;vo))Ih:‘riivo]},
¢2(y} = c(wr,@)EpHGHVOVarvl(@;O,TJ.

On voit immédiatement que
&
o K
Ewr(y}{w({i(t)iﬁk)) ~ w((C(r)i@k)) - Nw (yir,t)]] = éi(y) + ﬁz(y),

vo € V', Yk € N, pour P-presque tout y € LA Q.

L’ intégrabilité de ¢1(y}:

T o @y <o
9

se démontre de la méme maniére que (4.85).

En ce qui concerne ¢2{y), on considére la fonction yly) =
= Varyl(é;G,T). D'aprés le lemme 4.10, elle est semi-continue

inférieurement par rapport & y € . 11 s’ensuit que
= R R J 2mm
[ (r(%ay) = 1im ine] iy F ay),
a AR +
et donc, en vertu de la condition (4.8}, on a

~ 2 . 2 ..
(4.99) E@{Varyz{G;O,T}) ] EP(Vaer(G,O,T)) < @,
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Par conséquent, on a

. - - ) 2,172
Iﬁ¢2(y)w{dy) = cly,9IT 101, 0(E, (Var,1(6:0,7)%) % < o

Etant donné que

i
N

@k(y;r,tlé 3

¢ () leC(2)[8)) - pl(&irifs )) ~

—3 wr(yB{@((C(t}iﬁ)) -~ p({Z(r) o)) ~ ﬁg{y;r,t}] pour k — o,
les estimations de @i et de ¢2 obtenues ci-dessus néus permetient
d’ appliquer le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue 3 la

suite des fonctions
Nﬂk
wr(ylfﬁt{c{t)iﬁk)) - @((C(r)}ﬁk)) - N@ {yir,til.
I1 en résulte que

[ Btapw, nieterfon - etijon - Btyir, 01 =
5

&
- %ﬁfﬁ&%(dy)wr(y)[sa((C{t)Wk)) = et |e)) - Ssr )],

ce qui prouve la relation (4.98) pour tout ¢ = Vl.
En outre, la fonction Ng{t) définle dans (4.19) est P-presque
sGrement égale a @({L(t}{#)) - ((C(O)|®)) - EZ{y;O,iJ, et

mesurable par rapport a ?t, ce qui résulte immédiatement de la

hid

construction de N¢, Dautre part, on a déja démontré
6 [+a]
1" intégralibité de N@ lors du passage de {(4.98) pour © € znl_JIVm a

(4.98) pour ¢ ¢ e wr étant arbitraire, cecl signifie gue la
condition (4.19) est vérifige.

On démontre finalement la condition (4.18). On pose

3 (y) = 5(4 sup IC(£)0%1 + (3 )%Mul’2 1
¥ o288 s o t?o,;vh)
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+ luk®z

L?10,1;7h)

- ,2,,..2 2
+ (cp} ﬁf"Ll(G,T;(LE(Q)}B))ﬁﬂﬂvl'

Cn a alors
ki 2 * t = 2 x
M) s@(y}+5q<msm,dmw>[ vt € (0,7] F-p.s..
G

#
En vertu du lemme 4,10, la foncticn & (y) est semi-continue
inférieurement par rapport a y € vl Donc, d’une maniére analogue
4 la démonstration de (4.85), compte tenu du lemme 4.5 et de

{4.71), on obtient

{0 o by = | & by <
Y y y = (Ep y y G,
{2)

D'autre part, on déduit de {4.99) que
. " 2
E@!J <pis)e, dGls}>|" < =,
o

En outre, il est évident que Mﬁ[t)2 est mesurable par rapport a #.
Il en résulte que {(4.18) est vérifiee.

Done, wvu la remarque 4.3, le théoréme est completement

démontré. g
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CHAPITRE 5
APPLICATION DE LA METHODE DEVELOPPEE DANS LE CHAPITRE PRECEDENT

AUX EQUATIONS STOCHASTIQUES DU TYPE NAVIER-STOKES

1. - Hypothéses et résultats.

Dang ce chapitre, on se propose d'étudier d’'éventuelles,

applications de la méthode développée dans le chaplitre précédent
ay probléme de martingales pour les équations stochastiques du
type Navier-Stokes. Il s’agit de trouver un processus stochastique
u{t) satisfaisant a3 une équation de la forme

du(t) + {(A(t)ult) + Blul(t)}}dt = dG(t) + dH{t)},
équation d’évoluticn dans un espace de Hilbert séparable, avec la
condition initiale

u{g) = uo,

ou A(t} est un opérateur linéaire, B(:) est un opérateur non
linéaire, G est un processus stochastique a variation bornée, et H
est une martingale 3 valeurs dans un espace de Hilbert
séparable). Les conditions sur les opérateurs 4(t), B{-} et sur
les processus stochastigues G, H vont é&tre précisées dans la
suite. Les équations de Navier-Stokes stochastiques ‘dans un
domaine ouvert borné réguller € de R® de dimension n quelcongue
sont des exemples d'équations de ce type.

Soient U, V, W trols espaces de Hilbert séparables tels que
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¥ ¢ ¥ ¢ U, chaque espace étant dense dans le sulvant
¢ { ave¢ injection continue.
On identifie 1'espace U et son espace dual U, de sorte qu'’on a
{(5.2) WeVcecU=U cV <cW,
ou ¥’ et W  désignent 1’espace dual de ¥ et celul de ¥
respectivement. De plus, on suppose que
(5.3} 1’injection de V dans U est compacte.
Il existe donc une base orthonormale {ej} de U telle que, pour
tout j, il existe hj > 0 tel que

(e}}v}y = Aj(ejfv}u Yv € V,

hj — ® pour j — e,

On désigne par Uﬁ le scus~espace engendré par {el, N em} et par

Prm la projection orthogonale de U sur U . On suppose que
m

mxl

foi] .
U U est contenu et dense dans W,
(5.4) m

Ic > 0 Pr wh, = cilwill Yw e W, ¥Ym e WN.
m W 1%

Pour les processus stochastiques donnés G et H, on pose les

hypothéses suivantes:

5.5) (Q,?,{?t)tE[G,T],P) est une base stochastique sur la-
quelle des processus stochastiques G et H sont définis,

[ G est un processus stochastique adapté (par rapport

5.6) a ?t), continu & valeurs dansg U, & variation bornée et

‘ 4 tel que G(0) = b p.s. et gue
E(ar,(6;0,TH* < w,

H est une martingale continue & valeurs dans U telle

(6.7} { que H(O) = 0 p.s. et que
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= - .
l QEEETEE«H»{t)“®1 < e (il'll®1 = )R ).

s

En réalité, comme H est une martingale, ﬂ«H»{t]H®1 est croigsante -

et égale & TreH»{t}; on a donc
Eled» (t)12 = ElcH»(t)12, =
03V By &1 ®
2 _ z
= E(Tr<H»(T))" = o§ggT£(Tr«H»{t)) <

et Tr sont définis de la méme maniére gque dans le cas

(H'Hﬂi(U;U)
olt on considére v® a la place de U; voir les explications a (4.2),

{4.343).

Pour les opérateurs A4 = A(t) et B, on suppose que

_ Alt) & £(V;¥7) vt € [0,T],
(5.8}

dec > 0 @ HA(E)N ) ¢ V¥Yte [0,T],

FAVES '

3c1 > 0, 3c2 =0 :
{5.9]} L

2
<Altlv, v> = clﬂvﬂy - CZHVﬁU vt € [0,T],

B(v) = Blv,v), B:vx¥ -» W' billinéaire
{5.102 :

2
Je > O BB(V}HW, = chuV .

(5.11) <Blv,w), w =0 VwelW Ywvel,

¥Ym e N, 3cm >0

=
(5.12) [<A(tu, o> = c tul ol , |<Blu), 9>] = c huiplol,

¥t € {0,T] Vo € Um.

La donnée initiale est
{(5.13) u, € uU.

En outre, on suppose éventuellement que

[ 11 existe un processus stochastique g & valeurs dans ¥’
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et un nombre p > 1 tels que

i ?
(5.14) 4 ge L {O,;W) p.s.,

t
G(t) = j gis)ds dans W’ p.S.,
o

p
Eﬂg"Ll(O,T;W’] < o0,

il existe un processus stochastique @ & valeurs dans
¥ el et un nombre p > 1 tels que

¢ e LH0, T;2°W:W ) p.s.,

(5.15) t
«Hp{t) = j Q(s)lds p.s.,
G

~

P
EHQ"LI(O,T;EQ{W;H’)) < m,

ot £°(W; W) est 1’ espace des opérateurs compacts muni de la norme
BTN EE

Cu bien, on suppose gue

o, 2-
{5.16) 3> 0, 30 e }0,2] : HB{V)RW, = CHVﬂUHVHV

Yvr € ¥,
pour tout € > 0, il existe une fonction réelle y(e;-)
définie sur [0,T], continue et telle que y(£;0) = 0 et
que

(5.17)
P{{weQ: v8e[0,T], S{w;8) = y{e;8)) =21 - ¢,

ou

S(w;8) = sup{Varw,{G{w);tl,ta}: {tl,tZIC[O,T], tz—tlsa},

il existe p > 0, a > 0, ¢ > 0 tels que
(5.18) 1+
¥is,tlcl0,T], E(Trel»{t) - Trel»(s))® = clt-5)""

Sous ces hypothéses, on obtient les résultais sulvanis.
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THEOREME 5.1. Supposons que les hypothéses (5.1)-(5.15) sont

vérifiées. Alors il existe une base stochastique

(ﬁ'g'(ﬁt}teﬂhT]'ﬁ) et des variables aléatoires

P

u: & — L20,T:0),
G 8- cloT;U,

: 0 - C{0, T,

e o]

qui satisfont aux conditions suivantes {5.19}-(5.22}:
(5.19)  u e L2(0,T;¥) P-p.s.,

pour toute fonction @:C{O,TQU) -3 R continue et bornée,
(5.20)° on a

Epe(G+H) = mﬁw(é+§),

(5.21) i est une martingale par rapport & {Q’ﬁ’(?t}teuxr}’?}'

o~ . 1
[ pour toute fonction wr(-} = Wr(w;-):n — C(0,T;R)

(avec r e [0,T]) bornée (c’est-a-dire que dc > 0

;- = & y rapport
ﬂwr(w. )"Ci{G.T;R) = ¢ Yo € R), mesurable par pp

4 ?t et telle que, sir > 0,

wr{t]

]

0 vt e [0,rluT},

ou, sir =0,

wr{T] 0,

(5.22) { pour tout ¢ € D(R;R) et pour tout # € ¥, on a
T

ﬁﬁ[{ v (t)pleult), 8>)dt
0

T
- J v (£)e’ (<u(t), o»)(<A(t)u(t), o> + <Blu(t)), #>)dt
r
]

3
. j b (1)g’ (<ult), 92), dBt)>
O

i28

T
+ “é~j <wr(t)¢”{<u{t), 9>} (de9); d«ﬁ»{t)>] =
0

= - ngr(O}@{<uO, 9>}, o

THEOREME 5.2. Supposcns que les hypothéses {5.13-{5.13),
(5.16)~(5.18) sont vérifides. Alors {1 existe une base
stochastigue (ﬁ’#’(gtJteuLT}‘ﬁ} et des variables aldatoires

w8 — 120,150,
¢ Q- o130,
i G- clornu),

qui satisfont aux conditions (5.19)~(5,21) et & la condition

sulvanie:
pour tout & € W, le processus
W) = <utt) - u - (1), &
t .
. j (<Als)uls), o> + <Blu(s)), 0>)ds
0
(5.23) { est une martingale par rapport a (&, %, (%) )

t tefo, 11’
avec le processus croissant associé

t
sty = I <ged, defi»(s)>  P-p.os.,
[+

et telle que o) =0 F-p.s..0

En réalité, il n'est pas difficile de généraliser quelque peu
les conditions sur les données des théorémes 5.1, 5.2, en
ajoutant, & cbté de G et de H, un processus stochastique F adapté
(par rapport a @{) continu a valeurs dans V' tel qu'il existe un

processus stochastique f satisfaisant aux relations suivantes:

t
F{t) = J flslds p.s.,
)
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4
ﬁufﬁLa(o,T;V’) < w.

C’est~a~dire que les théorémes 5.1, 5.2 resteront vrais méme si on

ajoute

T
J‘wr{t)¢’(<u(t), > )<F(tY, 9>dt
o

4 1’expression se trouvant sous 1 espérance mathématique Eﬁ dans

(5.22}, ou sl on ajoute

t
- J <F(s}, o>ds
o]

dans 1’ expression de MP(t) dans (5.23), ou F est une varlable
aléatoire: §8 — L%(0,T:V’) (dont 1’existence fait partie de
1'énoncé du théoréme comme celle de & et de H) et devra étre égale
en loi a f sur LZ(O,T;V’].

Quant & la démonstration de cette généralisation des
théorémes 5.1, 5.2, elle est naturellement analogue 4 celle de ces
théorémes-ci. Le seul poimt ol on doit éire particullérement
attentif aux différences dues & 1’ introduction de F sera la preuve
des estimations du type {(5.26), (5.27), comme on verra dans la
remarque qui suit le lemme 5.3. Pour les estimailons du type
{5.33), (5.38), les parties ou F figure pourront étre traitées
plus facilement que celles o0l le processus G est présent. Dans
1’ espace produit Y(“. on a & ajouter un espace facteur

i = ?l0,1;v),

ce qui cependant ne causera aucune difficulté dans la

démonstration.
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2. = Solutions approchées et leurs estimations.

Commengons par la démonstration du lemme suivant.

LEMME 5.3. Supposons que les hypothéses (5.1)-(%.13} sont

vérifides et posons

(5.24) G =PrG, H =PrH, u =Pru.
m m o] m O

Alors il existe un processus stochastique " continu & valeurs

dans Um et tel que, pour tout v € U, on ait
m

t
WhiE), v o= <u:, V> - j <Als)d"(s), vods

(5.25) °

t
- j <BlU"(s)), vrds + <@ {t)+H"{t), v> p.s..
o

(Un tel u" sera appelé solution approchée.} Pour m fixé, la
solution approchée u" est unique. Les solutions approchées U (m =

1, 2, ...) vérifient les estimations sulvantes:

m 4
(5.26) EogggTHu (t)ﬁU =c <o
d 2, 42
(5.27) E[Jolaum(t)xlvdt] e, <

T
m 2 m 2
(5.28)  Egup ()12 + EJ;Hu (t)Zat = c < w,
ol c, c, C, sont des constantes indépendantes de m.n

DEMONSTRATION. D’une maniére analogue & celle illusirée dans
[BT], on résout, pour tout w e 2, le systéme d’ équations en
2"() = 2 w;+) ¢ [0,T] — U

m

d
FEZ (L), e> v <A(t)Z"(1), e> + <BE(H)), e>
t H 3 J

+ <BIG (w )+ w £), 27 (1)), e>
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H

+ <BTE), G w £+ (w5 1)), e}>

{(5.29) 4
= - <B{w t)+H (w1 t)), e >

- A (s )+ (w3 t)), e> Jj=1, ....m

I m
L 2 (0) =u,
et on pose

WMo t) = 2wt} + Clwit) + Host).

On voit alors que u™(-)} = u"lw;-) est un processus stochastigue

continu & valeurs dans Um et est le seul processus continu qui‘

satisfait a (5.25) (pour les détails, voir [BT}).

Si on applique maintenant la formule d’Itc &
W u"()), = @) + )+ B2 + )+ By,
on voit alors que
W) [u (1)), - (uglu), =
T d t i
= zf w®(s), ng“‘(spds + af <w™s), d6"(s)> + 2J <d(s), dH"(e)>
¢ 2] g

t .
+ I <1, dei"s(s)> p.s..
[+]

Mais, si on substitue 1’expression de {5.29) & ggzm(s) dans cette

derniére relation et sl on tient compte de {5.11), on obtient,
d'une maniére analogue au lemme 4.3,
m m myom _
Wit fu™ ey, (u fu)), =

t + .
(5.30) = - 2_{ <AlsIP(s), uP(s)>ds + zf (s), d®(s)>
4] 0

t t
+ 2f <w"(s), di(s)> + j <1, dell™(s)> p.s..
0 0
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En vertu de {5.9), on déduit de {5.30) que

t
m 2 m 2
Hu (t)uU + chjoﬁu {s)ﬁyds =

t ' t
(5.31) = ™+ anj W (s)iids + zgj a(s), d@(s)>|
¢ f¢]

2
G"U

t t
Zlf <«w®{s), de(s)>[ + I <1, deH™»{(s}> p.s..
o

)
Comme
¢ 2
J. I (s¥itds = 0,
v
0
si on applique le lemme de Gronwall & la fonction ¢(t) = uum{t)ﬂg

dans {5.31), on chtient

2c t t
(e = e 2 [l + 2 sup [‘[ w”(s}, dd"(s)>]
u ot o=t=T 1]

(5.32}) N
4 zagengf;<um(s), di" (5)>] + Trefiy»(T)]

p-g.,

Mais, comme dans (4.33), (4.34), on a
t m 2
Eogggrljg<u (s), d@ (s)>]|° =

< ezgéxégrﬁu’“{t)u; + c(e)E(VarU(G;o,T)}“,

t
Eoggg?}Jo<um(s}, de(s)>]2 =

= oF _gup I(E)N + c(e)E(Trai» (1)),

Dans ces inégalités, on peut prendre
wic T
2

7
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Par suite, le carré de (5.32) donne 1 inégalité
£ syp W"(EME < cQuu it + E(var, (G;0,T))Y + E(Trel» (t1)%)
o<t 2F U o'U A

avec une constante € indépendante de m, ce qul, en vertu de (5.6},
(5.7), nous permet d'obtenir (5.26).
L'estimation (5.27) résulte, comme on le voit facilement, des
relations (5.26}, (5.31) et des estimations de
t 2
Esup]f <w®{s), dGm(s)>]
¢
et de

t
Esup[f <w’(s), de(s}>32.
o

estimations qu'en vient d’obtenir.
A la fin, (5.28) est une conséquence immédiate de {5.26),

(5.27), ce qul achéve la démonstration du lemme.g

REMARQUE. Si nous considérons 1'éguation avec la présence

d’un processus stochastique
t
F(t) = J flslds
o

4 coté de G(t) et de H(t) comme nous 1’avons mentionné & la fin du

paragraphe précédent, alors nous avons a ajouter
t
zf w™s), (s)>ds (£ = Pr£)
0
au deuxiéme membre de (5.30). Nous avons dont a ajouter
t'J:n 2 1%' 2
61I () ds + "ETJ ﬂfm(s)NV,ds
o 170
au deuxiéme membre de (5.31). L’estimation

t
1 2 2, 4
E[—Ezj;ﬂfm(s}ﬂy,ds] S ENEN 200 popey <@
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nous permettra alors d’obtenir (5.26)~(5.28) méme pour 1’équation

avec la présence de

t
FH}ZIfGM&D
0

Comme dans le chapitre précédent, nous aurons besoin des
estimations probabilistes de u (t+38) - u"(t), qui joueront dans la
démonstration des théoremes 5.1, 5.2 un rdle analogue aux lemmes
4.6, 4.7 dans la démonstration des théorémes 4.1, 4.2. Ces
estimations vont étre établies en s’appuyant sur des idées qui

nous ont condulits aux lemmes 4.6, 4.7.

LEMME 5.4. Supposcons que les hypothéses (5.1)-{5.13) sont
vérifiées. Alors pour tout o < 1 et pour tout ¢ > 0 il existe une

constante c(e) = cla’;e) indépendante de m et felle gque

. oI-8
(5.33) P{{w: 0532T6—“ J [<u™(t+8)-u"(t), w>|%dt = c(e)}) =
bl 0= o
z ] ~-en

Afin de démontrer les théorémes 5.1, 5.2, on ne se servira de
ce lemme que dans le cas ou «’ € 10,1[ {cfr. le lemme 5.9).
DEMONSTRATION. On suppose pour le moment que w e U&. Alors,

on déduit de (5.25} que
J<u™(t+8)-u"(t), wo|® =

(5.34) s |<u"(t+8)-u" (1), wrx
t+8

xLIt (J<a(s)"(s), w>| + |<B™(s)), w>]lds

+ <G (E+3)-GM 1), wo] + [<H(1+3)-H (1), w>|]
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Mais, en vertu de (5.8), (5.10), on a

T8 t+d
I [<u™(t+8)-u™(2), w>j r(s)ds|dt =
[ t .

T-3

f

¢}

i3

1)

: t48 n 2
(4800, + uu“‘{t)uu}J't (™), + W ()5 )dsdt

T sA{T~8}
= cj {nu“{s)sv + I (s)n?) {Kum{t+6}HU + uu“(t)uu}dtds
s} ovi{s-3)
ol
I'is) = |<A($}um(s), wr| + I<B(um(s)), w>],
done
T-8 t+8
[ (t+8)-u™(t), w>f r(s)ds|dt =
(5.35) ° t

om m m, 2
= ZcéogggTuu {tJHU(Hu HLZ{O,T;V) + Hu EL2{O,T;V))‘

D’ autre part, on a évidemment

-3
I [ (t+8)-u" (), wo||<CT(t+8) ~G7(t), w>|dt =
o]
m 1-3 L
(5.36) = c gup hu {r)uuj; Var, (G t,t+3)dt =

A

m ) .
caegggTﬂu (t)HUVarU(G,O,T}.

Nous considérons maintenant

R, 2. 1 2
5[ |-, w)ar.
o]

Définissons I = 1271, 2™ (n = 1, 2, +++) et prolongeons H"
n

a droite en posant H'(t} = H*{(T) pour t = T. On a alors
T-3

&ngi:apa'“‘j- b (te8)-H (1), w>|2dc s
n 0
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LA

-
. ¢ pI-2 T
s % e 4‘{ E(«<H™, won(t+2™™) = «<#™, won(t)}dt
o

e’ -1}
= o2 EogggTH«H»(TJﬂgl,
et donc
-t -3 2 1
PUw: sup 8 f | <" (£+8)-K"(2), w>[%at = —})
(5.37) ° -0

@ P
-1+ . n
= sDcEH«H»(t)HTrngl(z )

gc’ € w
4]

(pour les détalils, voir la déduction de (4.42)).

Compte tenu de la relation

[<u®(£48)-u" (1), wo||<H"(£+8)-H"(t), w>| =

: 1 w -3 2 1 2
= «?M!<u (t+8)-u"(t), w>|" + M§M!<g“{t+a)-gf”{t), w>|°,

on déduit de (5.27), (5.28), (5.34)-(5.37) que la relation {5.33}
est vrale sous la restriction w € Um..Mais la condition (5.4} et
1" &galité évidente

< (t+8)-u"(t), w> = <" (t+8)-u"(t), Pr w>
nous permettent d'enlever cetie restriction, de sorte gue la
relation (5.33) est vérifiée sans restricticn aucune. Le lemme est

démontré. @

LEMME 5.5. Supposons gque les hypothéses (5.1)-(5.13),
(5.16)~(5.18) sont vérifides. Alors pour tout € > 0, il existe une
fonetion B(-) = Ble;-) définie sur [0,T], continue, indépendante
de m et telle que B(e;0) = 0 et que, pour les solutions approchées

u@, on ait
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(5.38) P{{w: V&éEO,T],VweW:Nwa=I, Sl(m,w;é,w) = B{e;8)})
=1 - g,
ou
Sitm,w;é,w) = sup{]<um(w;t)—um(w;s}, w>{: O=g=t=T, {-s58}.1
DEMONSTRATION. Comme dans le iemme précédent, il suffit de

démontrer le lemme avec la restriction w € Um dans la relation

{5.38).

On suppose donc que w € Um. Alors, on déduit de (5.25) que

fau(£)-u"(s), w| =

t
(5.39) = J J<a{r™(r), w> + <B(u"{r)), wrldr
]

v <@ (1-GNs), Wl ¢ [<H()-E (), W
11 résulie immédiatement de (5.8), {5.16) que

t n

j eA(r)u™(r), w> + B (1)), wrldr =

172

(5.40) ' _ &
= cft s T "Lz{O,T;V)

m

w2 o 200
+ c{t - s} (agggTBum(r)HU} liez HLZ(

0, 1T,v)’

D’ autre part, si on applique le lemme 4.8 2 la martingale H,
qui, §ar hypothése, joult de la propriété (5.18}, on voit que,
pour tout £ > 0, il existe une fonction réeslle 81(-) = Bl(c;-)
continue sur [0,7] et telle que B1{O) = (0 et gue

Pli{w: v8eio,T] sup{ltH{t) ~ H(S]HU: O=g=t=<T, t-s=8} = Bl(é}}) =

z 1 -,

On a d’autre part
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1<Hm{t)—Hm(s), w>| s chi{t) - H{S}HU Yw € Um ¥m e N.

Le lemme résulte de cette estimation de |<Hm{t)—Hm(s), w>i,
des estimations {5.39}), (5.40), {5.28), et de 1la conséqﬁence

immédiate de (5.17) sur [<G (£)-G"(s), w>|.§

3. - Espace produit de base.

Cn va d'abord définir, d'une maniére analogue a (4.50)-
(4.51), les espaces {LZ(U,T;V}faible}#, {BV(O,T;U)faible*)*,
(BV(0,T; £(U;U) }faible*)*.

Scient {vk}, {bk}, {ck} des bases normalisées de La(O,T;V),
c{o,T;i}, C(O,T;Qi{U;U}} respectivement {ol Ei(U;U) est 1'espace
des opérateurs nucléaires muni de la norme H'"£}(U;UJ = u-u@l, qui
est un espace de Banach séparable et dont 1l'espace dual est
¥(U,U)). Les espaces (La(O,T;V)faible)$, {BV(O,T;UJfaible*]#,
(BV(O,T; 2((U;U))faible®)*  sont, par définition,  composés
respectivement par les éléments u de LZ(O,T;V), par les fonctionsg
G:10,T] — U & variation bornée telles que G(0) = 0 et par les
fonctions I:(0,T] — £2{U;U} & varlation bornée telles que 1(0) = 0

et munis respectivement des normes sulvantes:

0%
(5.41)  Mub200 1ouyeoipioy® = [k)_:lmiﬁ;m, R b
N ® 7.0 x
(5.42) "G"(By(o,?';U)faibze*}“ = L] < (0], dG(t)>|,
k=1 27 Y0
o il o
(5.43) MW gy (0,1, 200 faibreny® = L —xl| <o (8}, dT(t)>],

k=1 2 Yo
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ou la notation <-.~>Ov désigne le prodult scalaire de 1'espace de

Hilbert L?(0,T;V), o' est-a~dire
T -
<w, v = Jotu(t}|vk{t)]ydt.
Les propriétés prouvées dans le Jlemme 4.10 se généralisent

évidemment a ces espaces.

LEMME 5.6. Les propriétés i), ii)}, iii} du lemme 4.10 avec
le changement évident d’espaces sont vérifides méme pour les
espaces (Lz(O,T;V)faible)#, {BV{O,T;U)faible*)#,

(BY(0,T; 2(U;U) )faible®)* o

DEMONSTRATION. Le lemme se démontre de la méme manliére que

le lemme 4.10.Jf

Définissons maintenant les espaces produits Yﬂ), Y(zf
(5.40) ¥, = Ykt
(5.45) ¥ =¥y St

munis des tribus boréliennes E(Y(I)), B(Yta)] respectivement, ol

'3

v¢ = (1200, T;V)faible)*ni?o, T;0),

YU = Yiac(o,T;W' ),

~

vé = C(O,T;UJnWi(O,T;W’}.
(5.46) {4 Y'C = C(0,T:U)n(BY(0,T:U)faible®)¥,

Y= clo, i,

Y= C(O,T;zi(U;U})nw;{O,T;fm{W;W’}},
31

YT = (0,75 21 W) (B (0, T; 2(UU) ) alble®) ",

i1 est clair que, comme dans les lemmes 4.11, 4.12, les
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propriétés suivantes sont vérifiées.

LEMME 5.7. Soit {F"} une suite de mesures de probabilité

définies sur Y{i) (i = 1, 2) qui converge faiblement vers une

mesure de probabilité . Alors il existe un espace de probabilité

(Q ., .P") et des variables aléatoires m, 2" tels que, si on
m
dérinit ", ®'7 par la relation
PrHA) = P ({w'eQ': nlo’)edd) VA € BLY )
m
et par la relation analogue pour P , ona

m
(5. 47) p=p" B"=p" en loi sur (v B0,

(5.48) 7 (0} — nlw') dans Y., pourm— o

P’ -presque tout w' € w'.
Par conséquent, pour m -3 w el pour P’'-presque tout w e ¥, on a,

s'il s'agit de Y(xf

Pnnm(w’] — Pun(w') dans Y,
PEnm(w’} —» Penlw’)  dans e
(5.49) u
Pﬁnm(w‘} -3 Pgn(w’) dans Y,

P;nm(w’} — P;n(u‘] dans YI,

et, s7il s'agit de Y(zﬂ
My . P *u
P.n(w') — P, _nlw') dans Y ,
U *#y
= “'E
P*En {w') — Pvgn(w’) dans Y ,
{5.50} P
Pﬁnm(w’) — Pﬁn(w’} dans Y,

Poan™(w' ) — P ‘) dans Y
W57 W) ﬁgn(w ans .

ou P etc... désignent la projection de Y (i =1, 2} sur Y-
1
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ete, ..o

DEMONSTRATION. Le lemme se démonire de la méme maniére gque

le lemme 4.11, §

'LEMME 5.8. Supposons que la suite {F"}) de mesures de
probabilité définies sur Yu} (i = 1, 2) converge faiblement vers
une mesure de probabilité £, Soit &ly) une fonction continue

définie sur Y(“ (i =1, 2). 8§71l existe un nombre p > 1 tel que

(5.51) supf, {80 [F"(dy) < o,
(L)
alors on a

(5.52) ’I“"i"gjyc- & (y)F" (dy} = fy 3(y:fdy). o

) (i}
DEMONSTRATION.  Veir [v2], chap.1l, lemme 2.7 [(voir aussi le

lemme 4.12).§

Définissons maintenant les espaces Y:, Y*u, Y, Yo, Y, ¥y,

#1
Yt , en remplagant T par t € [0,T] dans les définitions de y?

etc, .. (on ne change pas les bases {Vk}, {bk}, {Ck} utilisées pour

PR u*‘g *‘f R
la définition de ¥, Y ', ¥ |, mais on restreint les fonctions v, .

bk, ¢, a [0,t], comme dans la construction de (4.61)-(4.62)). Nous

posons
_ou G LB T
(5.53) Y(nt = thththYt,
oM PG JH T
(5.54) Y(Mt_” Yt th thth

Définissons en cutre, d’une maniere analogue a (4.63), la sous-

tribu ?t de § = ﬁ(?(“} (f =1, 2) par la relation
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(5.55) ¥ = {4e¥: aeBly ) A= {yer -]

e y }EA M

(0, t
Rappelons aussi une généralisation du lemme de Ladyzhenskaya

sur la compaciié dans 1’ espace LE(O,T;U),

LEMME 5.9, Seient U, V¥V, W itrois espaces de Hilbert
séparables satisfaisant aux conditions {5.1)-(5.4). Seit A une

partie de LE(O,T;U]. Supposons que A est bornée dans LE(O,T;V} et

qu'il existe une fonction B(-) continue sur [0.T}], nulle &

l'origine et telle que, pour tout u € 4, on alt

-8
{5.586) J j<ult+3}-ult], wr{Zdt = E(a}tlwu; v3e(0,T], Vwel.
o

Alors A est relativement compacte dans LE(O,T;U),B

DEMONSTRATION. Pour tout 11 € N, il existe un nombre N{n) tel

que, pour tout u € U, on ait
, ¥ (n} 2 ; i

i=1
Donc, pour extraire de /A une scus-suite convergente fortement dans

£F(G,T;U}, il suffit qu’on puisse, pour tout n, extraire d’une

1 - n, o
suite guelcongue contenues dans 4 une sous-sulte {uk}k_1 telle gue

Nin) T

(5.87) T J]<u2(t) - ur (1), e >i%dt — 0 pour k, k' - w.
1
j=1 Y0

En effet, en exirayant {u:”}:vl

de {ui}:_l, on voit aisément que
la sous-sulte diagonale {ug} converge fortement dans LE(O,T;UJ.
Mais, pulsque
<
=38R o 15T <

si on modifie 1'argumentation du théoréme d’Ascoli-Arzeld de

. 2 R
maniére que 1’on preouve la convergence dans L” au lieu de la
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convergence ponctuelle, on voit que (5.56} implique (5.57) (pour

les détails, voir [lLadl, chap.VI, §7). Le lemme est démontré.§

4. - Démonstiration du théoreéme 5.1.

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer le théoréme 5.1 et
pour cela supposons que les hypothéses (5.1)-(5.15) sont
vérifiées.

Posons
(5.58) ¥ (w) = (Ww), G (), H(w), <™ (w)),
ot u” est la solution approchée, D’aprés le lemme 5.3, ym(-) est

une varliable aléatcire & wvaleurs dans Y(1)' Définissons les

m
mesures de probabilite PL sur (Y, B(Y ) par la relation

)

T

b — . m
{5.59} P{l)(ﬁ} = P{{w: y (w) & 4}) ¥4 € B(Y(l)L

On a alors le

LEMME 5.10. Suppesons que les hypothéses (5.1)-{5.15} sont

m m
vérifiées. Alors il existe une sous-sulite éFTz}} de {Pfl)} qui

converge faiblement, c’est-a-dire qu’il existe une mesure de

probabilité Eﬁi) définie sur (Y“},B(Y(“)) telle que, pour ftoute

fonction @:Y“) -3 R continue et bornée, on ait

+

{(dy) — IY e (P {dy) pour m’ - w.0

m
(5.60) fY ey )P '
(

(1)
1) (1)

DEMONSTRATION. Comme on le voii aisément, les lemmes 5.3,
5.4, 5.6, 5.9 entrainent que, pour tout £ > 0, il existe un

compact K"'{e/2) de Y" tel que

144

Piiw: v“{wlek e 211} =2 1 - Mg_ ¥m e N,
QU encore
ful
P (k"(e/2)) 2 1 - 5% ¥moe N,
(1) 2

ot
K¥es2) = iy Py e Eesony.

D'autre part, si on rappelle la construction de Gm, Hm, «Hm»,
. - . 0 & H I
on voit qu' il existe un compact K {&£/2) de ¥ xY x¥ tel que

P{{w: ("{w), " (w), sl (w)) & Ees2)y) = 1 - "%” ¥Ym e N,
ou encore
n .
Pk er2)) 2 1 - 5~ vm e,
(1) 2
ol

K (e/2) = {y: (Pzy,Pey.Pxy) € Besa)y.

11 en résulte que 1’ ensemble
Kle) = K¥er2)xk’(er2) = KM (e/2)0K" (£/2)

est compact dans Yu) et tel que

=3

PT&}(K(E)) z1-~-¢ V¥me N

D’aprés le critére de Prokhorov, on en déduit le 1emme.§

Nous sommes maintenant en mesure d’achever la démonstiration

du théoréme 5.1.
DEMONSTRATION DU THEOREME 5.1. Posons

~= ~= N: y
(5.61) Q YH)’ F B(Y(ﬁ), i F(”,

ou $ﬁ1} est la mesure de probabilité limite obtenue dans le lemme

5.10. Nous notons encore m (au lieu de m'} 1’ indice de la sous-
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sulte obtenue dans ile lemme 5.10. Nous posons alors

am Ly
{5.62) P = ?(n.

$i on pose

(5.63) us=Py, G=Py, H=Py, T=Py (yel=Y ),
g, &, H sont, comme on voit immédlatement, des varlables
aléatoires & valeurs dans LE(O,T;U}, Clo,T: U3, c(o,T;U})
respectivement. On a donc a démontrer que u, &, H satisfont aux
conditions (5.19)-(5.22}.

l.a condition {(5.19)} résulte des lemmes 5.3, 5.6, 5.7 de la
méme maniére que la démonstration de (4.10) dans le paragraphe 4
du chapitre 4 {pour les détails, voir ce dernier paragraphel.

La condition (5.20) se démontre & peu prés de la méme maniére
que la déduction de (4.11]). Il suffit, en effet, de passer a la
limite dans EﬁmW(PgY + Pﬁy) en tenant compte du fait gque ¢ est
continue est bornée.

La condition {5.21) se démonire d’une maniére analogue a la

démonsiration de {4.12). En effet, H{t)} est, par constructiocn,

mesurable par rapport a ?t. Comme on a, en outre,

i ﬁ”{dy)uﬁ(t}ng 3 EgTre»(T) < o,
)

on obtient & 1"aide du lemme 5.8
g = £§m¢r(y}<§(t)~ﬁ(r), B> -3 E§¢r(y3<ﬁ(t)v§(r), o>

pour tout {r,t) tel que 0 = r = ¢t = T, pour tout ¢ € U, et pour

toute fonction ¢r{-) bornée et continue par rapport a y]EOr] €

€Y , On en dédult (5.21}).
{i}r
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Il ne reste que {5.22) & démontrer.
Pour toute fonction wr(-} bornée et continue par rapport a
, pour toute fonction ¢ € CH{RIRIAL®(R:R) et pour

Y; {o,rl € Y(l)r

tout ¢ ¢ ¥, on a d’aprés la formule d’'ito

Egmwr(y){5(<§(t}, 8>} ~ p{<H(r), 8>)}} =

£
= *émiﬁm¢r(y)J <p?{<H{s), ®>)ves, I'{s)>ds (t = r),

= 1 oy

o I{s) = g;f(s). On remarque que [ € Y et I’ €

Ll{O,T;ﬁm(w;W’}}. La condition (5.1%) et les définitions de Y' et

de YI nous permettent de passer & la limite dans cette égalité.
Ceci signifie que, si on désigne par «f» le processus croissant

associé & la martingaie H, on a, pour tout ¢ € ¥,
(5.64) <ed, dedix(t)> = <vee, I'(t)>dt FP-q.s..

On considére pour le moment une fonction fixée ¢ () =
r

Y (y;+) qui satisfait aux conditions indiguées dans (5.22). On
.

o
fixe également ¢ &€ D(R;R} et ¢ € U1U . On a donc & € U pour un
m= m m
0

certain m . Alors, d’aprés la formule d’Ito, il résulte de (5.25)

gque 1l'on a

Cplad™ty, ) - ¢(<u2, o) =

t
= [ e {<u™(g), ){ ~ <Alshu" (s}, o> - <BU"(s8)), o>}ds
0

LA
+ J <’ (<u™(5), 8>)9, dGF (s) + di {s)>
Q0
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t
+ mémf <p*{<u"(s), 9> )toev, «H'»’ (s)>ds p.s.
)

{dans 1'expression de la derniére intégrale on a tenu compie de la

condition (5.15)). Comme

t
J <o’ {(u"(s), 919, al(s)>
0

est wune martingale, gréce aux propriétés de ¢ (y;-) qu'on a
r

supposées, on tire de cette derniére égalité la relation suivante

exprimée dans 1'espace de prebablilité (9,%,F") (voir (5.59),

(5.61)-{5.63})

¥
E@m[jgw;(t)w(<u(t), 9> )d1

T
+ J b ()p(<ult), 82)<-A(Iult)-Blu(t)), o>dt
0
T o~
(5.65) +I<¢JtW'uuU},ﬂna,dat»
9]

T
+ .%_j < ()¢ (<ult), $>)ve0, T’ (t)>dt] =
4

= - Egay (0)pl<ul, 9>)

{les détalls de la déduction de (5.65) de la relation précédente
peuvent étre facilement reconstruites en faisant la comparalison
avec la déduction de (4.75)).

Comme & € U; par 1'hypothése imposée pour le moment, gréce &
o

la condition (5.12), 1’intégrale

T
J‘$r(y;t)¢’(<u(t), 8>)<=Alt)ult)~B(ul(t)), o>dt,
0

considérée comme fonction de y, est continue par rapport a y €

€ Y(n. Comme en outre, en vertu de (5.8}, (5.10), on a
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T
mﬁm;j Y (1) (<ultd, >)<A(t)u(t)+Blu(t), ®de|® =
o

. . m, &
= CEE?E"U glLa(O,T;V] + llu "LE(O,T;V)]’

et que ¥ , ¥, ¢, ¢ sont bornées et continues, on peut, a i’alde
r T
du lemme 5.8 et de (5.27), (5.28), passer 3 la limite dans les

deux premiers termes de (5.65). On obtient ainsi

T
ﬁgm[jo{¢;(t}@(<u€t). )

-y ()’ (<ult), #>)<A(tult)+Blu(t)), o>}dt]
(5.66) i
— E@[Je{w;(t}w(<u(t), 9>)

- wr(t]w’(<u€t), 9>)<A(t)u(t)+B(u(t)), o>}dt]

pour m - .

La condition (3.14) et le fait que @ Um ¢ ¥ nous permettent
o

de substituer

<@ ()’ (<ult), e>)9, G (ti>dt

< (tig’ (<ult), 9)9, dé(t)>

Ll

dans (5.65), ou &/(t} = fé(t] € LI(O,T;W’}, Comme wr, o’ sont

bornées, la condition {5.14), la définition de YG =

= C(O‘T;U)nW§(O,T;W’} et le lemme 5.8 nous permettent de passer i
la limite dans 1’ espérance mathématique de 1'intégrale par rapport

4 dG dans (5.65), de sorte gqu'on a

T
Eﬁm[fo<¢r(t)w‘(<u(t), 9> )9, dG(t)>]
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(5.67) T
— Eﬁ[IO<$r(t}@’(<u[t), #>)e, dG(t)>] pour m — w.

D'une maniére analogue, en vertu de (5.15) et de la !

définition de YQ, on peut passer A la limite dans 1’ espérance

mathématigque de 1’ intégrale relative a f’, de sorte gqu'on a

T
Egnl[ <0 (1) (cutr), o>y0ms, 1 (11>at]
(5.68) °
= Eg[[ w (e cutt), wyves, T(t1at]  pour m - e,
0

Comme on a évidemment
]
Eﬁmwr{ﬂ)@[<uo, I>) > E@wr(O)w(<uo, B>} pour m -y w,

les relations (5.66)-(5.68) entrainent que, en passant & la limite

dans (5.65) et en tenant compte de {5.64), on a

T
E@[Jew;(t}@(<u(t)‘ 8> Ydt

T
N J‘wr{t)¢’(<u(t), 8>1<-A(t)ult)-Blult)), o>dt
[¢]

T

(5.69) + f @ (L’ (<ult), #)9, dé(ti>
o
k4 :s
+ J <wr(t)w”(<u(t), o> )oed, dels(t)>] =
o

= - E@¢r(8]w(<u0, 9> )

pour ¢ € Um . Mais, m étant arbitraire, 1'égalité (5.89) est
0
o0

vérifiée pour tout ¢ ¢ UU .
m=1 m

Démontrons maintenant gque la relation (5.69) est vérifiée
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pour tout ¢ € ¥.
On rappelle d’abord que les hypothéses sur wr, o, A, B

impliquent que, pour ¢ € ¥, on a

¥y
}f v (D)g" (<ult), #>)<Altlult)+Blult)), »>dt] = & ()lsi,
4]

2
9 (u) = cliuli 2y ooy + U2, o)

Or, 4 propos de (5.19}, on a démontré que
Pye LZ(O,T;V) F-p.s..
i+
D’'autre part, d’dprés le lemme 5.6, la convergence u > u dans

(L*(0,T;V)faible)® implique 1’ inégalité

% lim infillu il 2
K 2w Kk

W20, 71 130, 1;v)"
Par suite, la fonction composée éloPu est semi-continue
inférieurenent par rapport & y « §§ = v . Donc, on a pour tout

(13

neh

fﬁ(nA@i[Puy)}?(dy) < 1%maigffﬁ(nﬂél{Puy))? (dy).

Si on rappelle (5.28) et la définition de ', il s ensuit que

{ & (P y)Fldy) = supE_8 (™) < w.
ﬁlu m 1

D'autre part, il est clair qu'on a

T
§j0<wr(t)w’(<u{t), )0, dG(t)>] = ciiﬂ%lwliPayilwiw’T;w,),

T

I T < 2 »
;j;<wr(t)¢ (w(D), 01000, T (t1at| = cUOIPII (o 1 gy
Donc, & 1’aide des conséquences évidentes de (5.14}-{(5.15} et de

(5.64), on volt qu’ il existe une foncticon ¢(y) telle que
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¥ o,y1] s etyyion, « 4013) vy € & ve e W,
(5.70)

J etnfay) <,
§

ol N*(ﬁ,y) est 1’expression gqul se trouve sous 1'espérance
mathématique Eﬁ dans le premier membre de (5.69}.
On rappelle maintenant que, en vertu de (5.4), si & € W, il

existe une suite {Gk} telle que

[+1]
& -~ % dans W, s e U.
k kK =1
On voit aisément que, pour y € §t fixé, on a
* ®
N {ﬁk,y] -3 N (8,¥7]) pour k -3 o,
Par conséquent, d’aprés le théoréme de la convergence dominge de

Lebesgue, il résulte de {5.70) que

~N*(ﬂ,y) pour k —» .

#
EﬁN (@k,y) —3 I‘EE}a

Donc, compte tenu de la convergence évidente
~ < > = > -
E?wr(O}w( e 9k ) — E?wr{o]¢(<uo, o>) pour k -3 @,
on veit que (5.69) est vérifiée pour tout ¢ € W, ce qui démontre

{5.22) et achéve la démonstration du théoréme 5.1.[§

5. -~ Démonstration du théoréme 5.2.

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer le théoréme 5.2 et
pour cela supposons que les hypothéses (5.11-(5.13), (5.16}-
(5.18) sont vérifides.

On pose

(5.71) Yy = {L"(w), 0 (w), M {w), < s (w)).

Alors ¥ (w) appartient presque sirement a Y(a)' En effet, d’ aprés

isz

.
le lemme 5.3, u'{#) appartient presque slrement a Y Y, tandis que

les relations

W-__,

= "’"QltU;U} = &1

Bk vy

Var («H»;0,T) = TreH»(T)

fl(U;U}
{voir aussl 1’explication qui suit (5.7)) assurent que
Varz(U;U}{«Hm»[w);O,T) est finle.

D’une maniére analogue & (5.59), on définit

in
Y " . i
(5.72) P{z)(A] = P{{w: ¥y {w) € 4}) VA& @(Y(z}).

On a alors le
LEMME 5.11%. Supposons que les hypothéses (5.13-(5.13),

(5.16)1-(5.18) sont vérifiées. Alors il existe une sous-suite

>

m m
{Pia)} de {PTZ)} qui converge faiblement, c'est~a~dire qu’il

existe une mesure de probabilité ?12 définie sur (}12),${Y(2)]

) )

telle que, pour toufe fonction w:Y{2)~we R continue et bornée, on

ait

m
(5.73) Iy ely)P (dy) — j e(¥)PY_ {dy) per m' - w». O
P, (2) Y(z) ()

DEMONSTRATION. En effet, d’aprés le tLhéoréme d Ascoli-
Arzeli, le lemme 5.5 implique gue, pour tout € > &, il existe un
compact K°(g) de C(0,T:W') tel que

P{w: v™{w) e K(e)}) 21 - ¢ V¥meN.
Donc, sl on rappelle la définition de Y*“ et le raisonnement de la
démonstration du lemme 5.10, on voit que, pour tout £ > 0, il

By *y
existe un compact K (&£/2) de ¥ = tel que
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P{w: u™w) e B %es2)}) = 1 - W%M Vo e N.

D?autre part, en vertu de la constructlon méme de (& H . «H »), il

, =0 0GB T
existe un compact K (e£/2) de ¥ "x¥ xY¥ = tel que

Pl{w: {G{0), F{w),«H(w}) e RD(S/Z)}) z I - w;m ¥Ym & N.
Comme dans le cas du lemme 5.10, 1’énoncé du lemme 5.11 résulte du

critére de Prokhorov.§

DEMONSTRATICON DU THEOREME 5.2. Pour simplifier la notation,
on note, comme dans {5.62}, m au lieu de m" 1'indice de lz sous-

suite convergente. On pose alors

(5.74) G=v ,F=8y ), PF=p_,
{2) (2) (2)

m
m oy
(5.75) Fo= F(zf

(5.76) u = P*uyL G = Pygy, H = ng. I o= P*Ey (v e Q= Y(za)

u, 5, f sont évidemment des variables aléatoires. Le théoréme sera
donc démontré si on démontre gue u, G, # satisfont aux conditions
{5.19)3~{5.21), (5.23).

Des modifications purement formelles mises & part, les
conditions (5.19)-(5.21) sont  déja  démontrées  dans la
démonstration du théoréme 5.1. Il ne reste donc que (5.23) &
démontrer.

Soit wr{y) une fonction définie sur ) bornée et continue par
rapport a y| €Y . Pour toute fonction ¢ € c*(R; RINLY (R;R)

{0,r] (2)r

et pour tout # € U, on a, d apreés la formule d’ Ito,

Egn () {9(<H(1), 0>) ~ §(<li(r), )} =
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(5.77) .
- —%‘Eﬁmwr{y)f <g' {<H(s), o>)ves, df(s)> (t = r).
T

Il est évident que le premier membre de (5,77} tend vers
Egy () {g(<H(t), o) - p(<H(r), 9>}
guand m tend vers 1’infini.
Pour étudier la convergence du second membre de (5.77), on
pose, avec une idée analogue & (4.94) {voir aussi le lemme 5.7},
a(m,m’;s).=
=y (0" (0 )¢ (<P (0 55), 8>) - ¢ (ale’ 19" (<Prnlu’;s), #>),
%

bi{m,w’} = j <wrin{w’))$”(<Pﬁn(w’;s), 8> ) {Se8), dP*Ynm{w’;s)>,

™

t
(W) = I <wr(n(w’))5”(<Pﬁn(w’;s), >3 (9ed), dP*;n(w’;s)>.

*

D’ aprés le lemme 5.7, il est clair gu'on a

r§ggt}a{m,w‘;s)i — 0 pour m — ®

pour P’-presque tout w' € Q’,
jalmw ;s)| = 2(sup]¢r}){suplw”|) = 2c < o

Donc, d’aprés le théoréme de la convergence deminde de Lebesgue,
cn a
’ s . 2
Q,? (dw )(rgggt}a(m,w’,s)[) —3 0 pOuUr m — ®,
Par suite, comme dans la démonstration de (4.95), en remarquant

gue la condition {5.7) implique l'estimaton

’ ’ ™ ’. 2
sup Q,P (dw’ }Yi{Var (P,;n (W ;0,T)]" < o,

2{U;U)

on obiient
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t
i Q,P’(dw’)f <a{m,w';5)oed, dP*?nm(w’;s}>[ =
r

i/2
X

s [ # (@) gup Jatmw' ;)7

172

x[J g P (do” ) (Var (Pn(0);:0,71)°]% — 0.

2uu)
D'autre part, comme wr(w’))a”(<Pﬁn(w’;-), 9>) est continue et

uniformément bornée et que P*¥nm(w’} converge vers P*Yn(w') dans

(BV{O,T;Q(U;U))faib}e*)# pour m —> w, 1’estimation de

L 2
E?,[Var (P*¥n (0 3;0,T)}

2y, u)
citée ci-dessus entraine, comme dans la démonstration de (4.96],
que

IQ,(bl(m,w’J - b2 )P (dw' ) — O pour m —> .,

Par conséquent, on a, comme dans (4.97),

t
fﬂi?‘m(dy)zj/r(y)j‘ <@ {<H(s), o> )vey, dil(s)>
2 r

£

- fﬂﬁ{dylwr{y)j <G (<iits), o>)ven, di(s)> =

) .
i

i ¢ 1 m L
= Q,P {dw )Jr<a(m,w ; 51009, dp*gﬂ (w ;s5)>

+ IQ,{bi{m,w'} = B2 ) IP (dw’ ) —> 0 pour m — o,

Par suite, on peut passer a la limite dans {5.77), de sorte

qu’on obtient

E~p (yHe(<HE), 0») - ¢(<H(r), 8>3} =
(5.78) !

12

t
M}Eﬁwr{y)j <« (<B(s), o> )90, dils)> {tf = r).

Donc, compte tenu du fait que wr et @ sont arbitraires, on a

{5.79) «f» = T  P-p.s..
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Maintenant on considére de nouveau une fonction ¢ (+):{ — R
r

et ¢ e DIR;R).

bornée et continue par rapport a y[{o ! € Y(z)
. r

Soit 9 e Um . Comme dans la déduction de (5.65), on applique la
o

formule 4’ Ito au processus p(<u®™(£), ) dans lequel 1’expression

<«™{t), ® est donnge par (5.25). Alors, comme

t
j <ot (<®ls), 939, ai(s)>
0

est une martingale, on obtlent la relation suivante exprimée dans

1’ espace de probabilité ({,%,F") defini par (5.72), (5.74)-(5.76)

Eﬁmwr(y)[w(<U[t), 8>) - gl<uiry, &)
t
" f o' (<uls), 9)<A(s)uls)+Bluls)), 8>ds
(5.80) N
+ J <’ (culs), o198, dG(s)>

r

.
- 5 <o tcuts). 91080, al(s12] = 0.
r

Puisque la fonction g¢f<ul(f), #>) est continue par rappert a

*u

ey , ona, en vertu de (5.73),

E@m¢r(y){¢(<u(t), #>) - pl<ulr), #>)} —»

(5.81)
> E@Wr(y){@(<u{t), #>3 - gi<ult}, 9>)} pour m -~ o.

D’autre part, il est clair que le raisonnement sur
T
E?m wr(y;t}@’(<u(i], §2 3<A{tJu(t)+B(ult)), o>di
0
dans la déduction de (5.66) reste vral méme si ¢r(y;-) est
remplacée par wr{y]x (). On a donc

{r,t}

t,
Eﬁmwr{y}J o’ (<uls), 9>)<A(s)uls)+Biuls)), o>ds
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(5.82) .
— Eﬁwr(y}j o' (<uls), 9>)<Als)uls)+Bluls)), o>ds
I

pour m — w.
On remarque gu'on a, en vertu de (5.48}, {5.30},
wr(nm(w’))w’(<P,uﬁm{w';-}, 9218 — ¢ _(nle )" (<P, nlw’;-), )9
dang C{0,T;U) pour m~3» » P -p.s.,
P @)+ Penlo’)  dans (BV(0,T;U)faible)”
pour m -3 w P'-p.s..

On remargue également qu'en vertu de {5.6) on a
’ ’ . m FEW 2 i Z
Q,F {dw )[VarU{PgGv {w' );0,T11° = E?[VarU(G,O,T)I < w.
Par suite, si on raisonne pour la convergence de
t ~
mﬁmwr(y)f <@’ (<uls), o), dGls)>
T
de la méme maniére que dans la démonstration de {4.97}, on cbtient

t
Eﬁmwr{y)f <p’ (<uls), o>)8, dGis)>
{5.83) T
—y E@W (y}j <’ {<ul(s}, )¢, dGls}> pour m — «.
r

A la fin, comme, pour tout s e {0,T], l'expression
¥ {yle”{<(P_yl(s}, &)
r u

, le raiscnnement de la

est contipue par rapport a y € Y(m

déduction de (5.78) & partir de {(5.77) reste valable méme s'il

s’agit de la convergence de
t -~
Eﬁmwr(y}f <p”(<ufis), o>)9es, dll(s}>.
r
Cette expression tend donc vers

t
Eﬁwr(y)J <gp”{<uls), #>)oes, diis)>,
r

i58

c'est-a-dire que, compte tenu aussi de (5.79), on a

t

Eﬁmwr(y}j <p”(<uls), 0>)ves, dI(s)>

{5.84} T .

- Eﬁwr(y)f <g”{<uls), o>y0e9, defi»{s)> pour m — w.
r

Par conségquent, en vertu de (5.81}-{5.84), en passant a la
o
limite dans {5.80}, on obiient, pour ¢ ¢ GlU ,
M= m

Eﬁwr(y}[w(<u(t}, 9>) - el<uls), &>}

t
+ f o' (<uls), 83)<A(sIuls)+Bluls)), o>ds
(5.8%) F
i
- J <@’ {<uls), )¢, dGis)>

r

i

. _

- wémj @”{<uls), 9>)ved, dedi»(s)>] = 0
r

{t =z r).

Pour démontrer (5.85) pour ¢ £ W en général, on considére une

suite {ﬁk} telle que

8 -4 dans ¥, o € Uu .

m=1 @
On verra que, en appliquant le théoréme de la convergence dominée
de Lebesgue au premier membre de (5.85) pour @k (k = 1, 2, ---1J,
on obtiendra (5.85%) pour .
Comme en effet u € C(O,T;W') B-p.s., il n'est éas difficile
de voir que, pour P-presque tout v e { fixé, 1'expression qui se
trouve sous 1’espérance mathématique E; dans {5.85) et dans

laquelle ® est remplacé par ﬁk converge vers la méme expression

aveo 4.

On va maintenant voir 1’existence d’une fonction intégrable
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gqul borne supérieurement la valeur absolue de 1'expression se

trouvant sous E@ dans (5.85). On a en effet

feleults, o >) - plulr), o>)} = 2{suple]),

£
[ o cutsr, o 1<atmus) b)), 0, >ds] =
r
= clsuple’ ) (a2 1) * ilullizw S NI LA

t ~~
[f <p’ (<uls], ﬁk>)ﬁk. dGi{s)>| = sup]w’lsgpﬁﬁk§UVarU{G;O,T),
-

t
;I <p¥(<uls), ﬁk>]ﬁk®ﬁk, dell» (s)>] =
-

o -
” 'o .
= suple Is?pﬂﬁkHUVarz(U;U)(«H», .M

[14]
D’une maniére analogue au passage de (5.69) pour ¢ € m§1um a

(5.69) pour # € W, on obtient

2 ~
fﬁ(lIuIELZ(O,T;V) s Pz, g )Bly) <o

Le raisonnement de la démenstration de (4.99) s’applique, sans

modifications essentielles, a VarU{é;O,T), de sorte qu’on obitient

f Var, (3;0, 718 (dy) < w.
8 u

En outre, il n’'y a aucune difficulté substantielle pour appliquer
¢e raisonnement a Varg(URU){T;O,T) et donc, en vertu de (5.79),

aussi a Varx(U;U)(«ﬁ»;O,T). Par suite, on obtient

fﬁ?arE(U;U](«H»;U,T}F{dy] < .

Donc, sli on rappelle que supiwrl, suple], suple’]|, suple”|.
e SEpHﬁKHU sont des constantes finies, on volt que,

d’aprés le théoréme de la convergence dominee de Lebesgue, le

supil¢ il
k E
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premier membre de {5.85}) avec ﬁk converge vers celuil avec ¢ quand

o
k tend vers 17infini. Done, vu que 1’ ensemble mglUm est dense dans

W, la relation (5.85) est vérifiée pour tout ¢ € W.
Comme ¢r est arbitraire, il en résulte que le processus

Wity =
¢

= pi<ul(s), &) - @(<u0, 9>)

%
+ I ¢’ (<uls}, 9> )<A{stuis)+Bluls)), ¥>ds

r

t t
- f<<p’(<u(s). 9> ), dGis)> - m%,n-f <p*{<u(s), o> )ved, de<f»is)>
r

r
est une  martingale par rapport & la base stochastique

= & B s s .
(Q’g’(Jt}teio;n’P] définie par (5.74), (5.55}) {avec I = Z2)}.

On considére maintenant la fonction

2
2

L7(o, ;v )

= .
¢2(P*uy) = C(HP*qu + ﬂp*uy"Lz(O,T;V} .

Comme dans le cas de la fonciion Ql(P ¥) utilisée dans le passage
u

®
de (5.69) pour ¢ e m§1um 4 (5.69) pour ¢ € W, on voit aisément que

la fonction QZU: ¥) est semi-continue inférieurement par rapport
u

ayefl= Y}a)' Done, (5.27) entraine que

=y mn
Iﬁ@z(f}'uy)?(dy} = s}nxplﬁcba[u } < w.

Comme on a évidemment
P 2
E§;<u{t)—uG—G{t}, ﬁ)i <® Vvt e [0,T],
il en résulte que
Ea

iE[!'Ia(t) <o ¥te {0,T]

{cu Mﬁ(t) est le processus défini dans (5.23)).
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On voit aisément que la démonstration de la remarque 4.3
reste valable méme pour les fenctions Me{t], Nz(t) gue l'on
considére ici. Il s ensuit que la condition (5.23) est vérifiée,

ce qui achdve la démonstration du théoréme 5.2.F

6. - Sur les équations de Navier-Stokes stochastiques.

les équations de Navier-Stokes stochastiques dans un domaine
régulier et borné de R® avec n = 2 quelcongue sont des cas
particuliers des équations stochastiques du type Navier-Stokes que
nous avons considérées dans les théorémes 5.1, 5.2. Donc, ces
théorémes peuvent étre appliqués aux équations de Navier-Stokes
stochastiques. On rappelle toutefois que, pour n > 3, les
équations et leurs solutlons ne représentent plus le mouvement
q’un fluide réel, méme si elles ne cessent de susciter notre
curiosité mathématique.

Considérons d'abord le cas de dimension 3. Comme dans le
chapitre 1, secit @ un ouvert borné de R® dont la frontiére 60 est

i

agsez réguliére. Solent Vo, V', Pr les espaces et 1’ opérateur

définis par {1.5), (1.6}, (1.11). Posons encore
(5.86) A = -Pra, B(u) = Pri{u-viu.

"Alors les équatlons de HNavier-Stokes stochastiques gue nous

voulons envisager s'écrivent sous la forme
dul{t) = {~ Au(t} - Blult))idt + dG{t} + dH(t).

Pour appliquer les théorémes 5.1, 5.2 au prcbléme de martingales
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correspondant a cette équation, nous choisissons les espaces de
Hilbert séparables U, ¥V, W comme suit:
us=rv,

(5.87)
4

5}
=
i
R

On volt aisément que les espaces U, V, ¥ définis par {5.87)}
et les opérateurs A, B définis par {5.86) satisfont aux conditions
{5.1)-(5.12), (5.186) (la condition (5.16) est wvérifiée avec
a = 1/2). Donc, si les processus stochastiques G et H et la donnée
initiale u, sont donnés et satisfont aux conditions (5.5)-(5.7},
(5.13)~(5.18) (respectivement aux conditions {(5.5)~(5.7), {(5.13),
(5.17)-(5.18)), alers, d'aprés le théoréme 5.1 (respectivement
d’aprés le théoréme 5.2}, il existe une base stochastique

(ﬂ'@’{gt)teuxT}’P} et des variables aléatoires

wd — 120, 7;0), &8 — c0,T:Uy, B8 — c0,7:0)

qui satisfont aux conditions (5.19)-(5.22) (respectivement aux
conditions (5.19)-{5.21), (5.23)). Ces variables aléatoires ainsi
obtenues représentent une solution des équations de Navier-Stokes
stochastiques en dimension 3 (voir les définitions (5.86), (5.87)
de 4, B, U, V, ¥W).

il n’est pas difficile de voir que les théorémes peuvent étre
appliqués aux équations de Navier-Stokes stechastiques en
dimensions n avec n = 2 quelconque (le cas n = 1 est absolument
privé d’intérét a cause de 1% condition V-u = Bxu = 0). Pour cels,
il suffira de cholsir un espace de Hilbert séparable W gqui, avec

les espaces U et V, satisfait aux conditions des théorémes 5.1,
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Soit € un ouvert borné de R* {n z 2) dont la frontiére 80 est

o

assez Tréguliére. Les espaces v, v, v! gefinis dans (1.4)-{1.6)

sont généralisés d’une maniere naturelle:

H

{(1.4)bis an {u « {C:(@}}n: V-u = 0 dans O},

adhérence de V* dans (La(O})n.

il

(1.5)pis V°

adhérence de V© dans (Hitﬂ))n.

H

(1.6bis V'
L’ opérateur Pr se définit de la méme maniére que (1.11):

® osur o,

{1.11)bis Pr = projecticn orthogonale de (Lo

Les opératuers 4 et B sont alors définis comme suit:

11

A= -PrA = - Pr{ §8° ),
{5.88)

n
Blu) = Priu-Vu = Pri{ [, ud u).
i=1 1

Nous choisissons les espaces de Hilbert séparables U, ¥V comme
suit:
{5.89} U=v, V=1V,

Quant & 1’espace W, nous le choisissons comme suib:

e1] o0
(5.90) W=V ={uru= Yae, ack, } A%a° < w}

& i )

j=1 j=1
avec s € N 4 déterminer, ol V° est muni du produit scalaire

w

s
wiv), = L hj{uiej]vs{v}ej)vo,

j=1

et {ej}. {Aj} sont les vecteurs propres et les valeurs propres de

1’opératuers A = ~PrA. Il n'est pas difficile de voir que {ej} et
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{AJ} Joulssent de propriétés analogues & celles du cas de
dimension 3 observées dans le paragraphe 1 du chapitre 2.

Il n'est pas difficile de volr que, dans le cas n = 2, le
choix de W = Vl, avec les définitions (5.88), (5.89) de A, B, U,
¥, satisfait & toutes les hypothéses des théorémes 5.1, 5.2 sur 4,
B, U, V, W. Donc, les théorémes 5.1, 5.2 sont vérifiés avec ¥ = vt

et avec A, B, U, V définis par {5.88), (5.89) pour n = 2 (le cholx

W

V¥ avee 5 = 2 gignifie une hypothése plus forte que le cas de

W v et donc les théorémes se vérifient également}.

1§

Supposons maintenant gque n > 3, Examinons d'abord la
condition sur s pour que la condition (5.10) et éventuellement la
condition {5.16) solent vérifiées. Le critére du choix de s
résultera des propriétés de 1’ immersion des espaces de Sobolev. En

. 1 -
effet, si v ¢ V', alors on a

= 4 _ 2n
BVH(LQ(GJ)n = C"V"(HE{O))H = g Hvﬁvi, g = P
D"autre part, si w & Vs, alors on a
N . ..o
(L {0} (H(0}) v n-25

Donc, pour qu’ il existe un nombre ¢ > 0 tel que

2
HB(V}HW, = chUV Yv & V,

il suffit que

1 1 1
—_—F — & =,
q r 2
G encore
n
= -
5 5 1.

D’autre part, toujours d’aprés le théoréme d’immersion de Sobolev,

pour que la condition (5.16) solt vérifiée, il suffit que
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1 1 1
o
q r 2"
ou encore
§ > e - 1.

2
Or, quelque scit s = I, les conditions (5.1)-{5.4}, (5.8},

(5.9), (5.12} sont vérifiées avec W = I°.

En outre, on voit
ailsément que le cholx W = Ve qui satisfait a la condifion (5.10)
satisfait aussi & la condition {5.11).

Donc, st s = (n/2) - 1 et si oo G, H sont domnnés et
satisfont aux conditions (5.13)-(5.15}, alors le théoréme 5.1 est
vérifié avec 4, B, U, ¥ donnés dans {5.88), {5.89) et avec W = V°
(s = (n/2) - 1). D’autre part, si s > (n/2) -~ 1 et sl v, G, H
sont donnés et satisfont aux conditions (5.13), (5.17)-(5.18),
alors le théoréme 5:2 est vérifigé avec A4, B, U, ¥ donnés dans
(5.88), (5.89) et avec W = V° {5 > (n/2) - 1).

Un exemple curieux serait le cas n = 4, Supposons donc que

n = 4, Pour gue le théoréme 5.1 avec uo, G, H satisfaisant a

(5.13)}-(5.15) soit vérifié, on peut choisir

D’ autre part, pour gu'on puisse appliquer le théoréme 5.2, il faut

choisir au moins

donc

FIN.
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